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1. Individualios uzduotys

Diferencialiniy lygéiy sprendimasir taikymas
Pirmosios ellés diferencialiniy lygéiy sprendimas

Pirmosios elés diferencialine lygtimi vadinama lygtis, siganti
nepriklausomg kintamaji x, neZinoma funkcija y ir ju diferencialus
dx, dy arbaisvesting y' = % .
Pirmaosios elés diferencialings lygties pavidalai:
y' =f(x,y), F(X,y,y')=0 arba P(Xx,y)dx+ Q(X,y)dy=0.
Pirmosios elés diferencialings lygties bendruoju sprendiniu
vadinama funkcija y= ¢ (X, C), kuria jraSiusi lygti, gaunama
tapatybe.
Norint rasti bendraji sprendiny, reikia atpazinti lygtiestipa, ir taikyti
atitinkama, sprendimo metods,

Cia nagrinesime tokius lyggiy tipus:
1) paprastiausios lygtys (Zymesime P)
2) su atskiriamais kintamaisiais (A)
3) homogenines (H)
4) tiesines (T)
5) Bernulio (B)
6) pilnyjuy diferencialy (D).

Paprastiausios lygtys yratokios: y' = f(X).
NeZinoma funkcija y gaunama integruojant iSvestine:

yzfy’dx:If(x)dx.

Su atskiriamais kintamaisiais vadinama lygtis
y' = 1(x) [9(y) arba f1(x) Lo, (y)dx= 5 (x) [, (y)dy.
Jai lygtyjeyraiSvesting, tai jrasius y' = % ir po to atskyrus
X
kintamuosius, integruojamos abi lygties puses:
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Dvigy kintamyjy funkcija f(x, y) vadinama k-0jo laipsnio

homogenine funkcija, je teisinga tokia lygybé:
fOAAY) =AKF(X,Y).
Pirmosios elés diferencialing lygtis
P(x,y)dx+ Q(x,y)dy =0

vadinama homogenine, je P(X,y), Q(X,Y) yrato paties laipsnio
homogeninés funkcijos.
Lygtis y' = (X, y) vadinama homogenineg, jei f(x, y) yra nulinio
laipsnio homogenine funkcija.
Homogening diferencialing lygti galima pertvarkyti i tokj pavidala:

y' = FGQ . Pakeitg ieSkomg funkcija y=Yy(X) nauja nezinoma

funkcija u=u(x) pagal lygybe u= Y ir | homogenine lygti vietojey ir
X

y' ira%y=ux, Y’ = U'X+ U, gauname lygti su atskiriamais

kintamaisiais.

Pavyzdys

Rasime diferencialines lygties (2x + 3y)dy = ydx
bendraji sprendin;.
Duotaja lygti pertvarkome:

X <

dy__y
dx 2x+3y’

y' = -
2+3Y
X

y

Pakei¢iame kintamaji pagal lygybe U == ir { homogening lygti irase
X
y=ux, Y =U'X+ U, gaunametokia lygtj:
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ux+us=

) 2+3u
Sig lygti pertvarkomeir atskiriame kintamuosius:

. =3u®-u 3u+2 dx
u'x= = du=-—.
2+ 3u 3u? +u X
Abi gautosios lygties puses integruojame:
+ +
(2 g, (O pBur2 g o
X

2
3u© +u X U(U+;)

I A, B du=-3In|x.
u 1
u+-=

Randame neapibréztuosius koeficientus iS tapatybés
A(u+%) +Bu=3u+2,

paéme u=0ir u=-— :—:;: A=6, B=-3.

Tuomet:

6 3 |.
I G_—l du= _3|n|)(1,
u+—

2Inju = Inu +% =~In|x +In|C|,
In u” :InE u” =%
T S T
3 3



u2

=+

x| O

= uzxzcl(u +E) C, #0.
1 3
u+—-

Vietgjeu jras y ir pertvarke gauname diferencialines lygties
X
bendraji sprendin;:
2 1
=C ( +— x) :
y 1y 3

Pirmosios ell¢és tiesine diferencialine lygtimi vadinama lygtis
y' +p(x)y=9(x),

o Bernulio lygtimi —

y +p(X)y=9(x)y", (n#0, nzl).
Abi Sias lygtis galima isspresti Bernulio metodu. Jo esmg tokia:
nezinoma funkcija y kei¢iama dvigu funkciju u(x) ir v(x) sandauga
y=u(x) DU(X) . Vienaisjy tam tikru biidu parenkama, o kita
apskai¢iuojama. fras¢ y=uv ir y' = Uu'v+ uv', pavyzdziui, i
tiesing lygti, gauname:
u'v+uv + p(uv=g(x) = u'v+u(v + p(x)v) = g(x).
Siuo atveju parenkame funkcija v. Ji yra vienas diferencialines
lygties

vV '+ p(x)v=0
sprendinys. Po to i$ paprasciausios diferencialinés lygties
u'v=g(x)

gauname funkcija u.

Pavyzdys

Raskime diferencialines lygties

<

y' —= = XCOSX
X

bendraji sprendini.

Si lygtis yratiesine. Ja sprendZiame Bernulio metodu.
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Taigi jraSome y=uv ir y' =u'v+ uVv' jduotaja lygtj ir
pertvarkome:

' p_ UV _ . , V) _
u'v+uv' —— =XCOSX = U'V+ U V' ——| = XCOSX.
X

1) SprendZiame lygtj V' Ve 0. Si lygtis yra su atskiriamais
X
kintamaisiais. Tode¢l atskiriame kintamuosius ir integruojame:
dv _ v dv _ dx dv _ rdx
— 5 —=— = |—=|— = In|v|=|n|><j,
dx x vV X Y% X
M=[q = v==x.

Parenkame vieng funkcija v, pavyzdziui, v = x.
2) Ira%; Sig funkcija v i lygti

\Y;
u'v+ u(v' —;J = XCOSX,
gauname;

U'X= XCOSX = U'= COSX.
IScia u:Icosxdx = u=sinx + C.

Taigi y=(sinx+C)x, CLR.

Pilnyju diferencialy lygtimi vadinama lygtis
P(x, y)dx+Q(x,y)dy =0,
kai jos kairigji pusé yra kazkurios funkcijos U(x, y) pilnasis

diferenciaas:
P(x,y)dx+ Q(x,y)dy =dU(Xx,y).

oP(x,y) _ 0Q(X,y)

0 ox
Pilnyju diferencialy lygties bendrasis sprendinys: U(x, y) = C.
Funkcija U(x, y) galima rasti pagal tokia formule:

X y
U y) = [POGY)Ax+ [Q(xg,y)dy;
X Yo

Sitaip bus, jei




diaXgir yo yralaisvai parinkti skaiciai, kuriems uzraytigi integralai
turi prasme.

1 uzdavinys. Raskite dvigy pirmosios elés diferencialiniy
lygéiu bendruosius sprendinius:

1) xy’:;(1+ln%3 y+y=e*

2) y'—lX/:x2 ydx+(2\/x_y—x)dy:0
y
3 y =eX +Y xy' + y=98nx
X
2 2
4) y' — yotgx = 2Xsin X y,:—x +x32/+y
X
X
5 y=+2 Y - yige=1
y X
6) y' + yigx = Cos” X Xy +2,/xy =y
7) Xy:_y: ,XZ +y2 y'+X:eX2
X
2
y 2 Yy
8 ' - = X“+2X =2 -2
)% N y 2 x
9) xy':ylnz y'cosx+ysnx=1
X
10) y' -—Y—=eX(x+1) xy' -y + xtg =0
Xx+1 X
11) y':X+th xy'+y=Inx+1
X X
2
12) y'—l/:xsinx y':y—2+ﬂ+6
X X X



13) (x— ycos%jdx+ xcoslxldyzo y' —y=¢e"

14) y'+l/:sinx (xy—xz)y':y2
X
X y 2
15) \/:dy:(\/:—Zj dx y'ctgx + y =2 cos” x [etgx
y X
16) y' + - = x2 (ysinz—xjdx:xsinzdy
2x X X
17) 2x2dy:(x2 +y2)dx y' -2y =e?
2
18) yl+ 2Xy — 2X y’:l_i-z
1+ x% 1+x° 2y X
19) xydy = (x? + y2 o y' = yigx =
COS X
2X-5 .
20) y' - " y=5 (xy'—y)arcsm%:x
21) ><y'=\/2><2 +y? +y ><y'+y=eX
_y_ 12
23) (\/x_y— x)dy+ ydx =0 y' = 2yctgx =sin® x
24) y’+ﬂ:x3 4x-3y+y'(2y-3x)=0
X
25) xyzdy:(x3 +y3)dx y' - Ytgx = 2X
COS X
26) y' + = —y)dy =
y' +2=3x (x - y)dy = ydx
X
27) xdn— [y + X= ysml/ y' + yox =
X



28) y' — 2xy2 =1+x? xy’—y+xctg1:0
1+ X X
2
29) (1+y—jdx:ﬂdy y' - 2%y :2x(x2 +1)
X2 X 1+ x?
30) y’+ﬂ:£3 2x%y' —4xy=y?
X X

Antrosios eilés paprastiausiyjy diferencialiniy lygéiy sprendimas

Antrosios eilés diferencialine lygtimi vadinama lygtis
F(X,y,y",y") =0, kurioje yra nezinomos funkcijos y antroji
iSvesting ir aukstesniy eiliy iSvestiniy néra. Lygties bendrasis
sprendinys Y= (Xx,C;,C,), turintis dvi laisvasias konstantas yra
tokia funkcija, kurig jradius diferencialing lygti gaunama tapatybg.
Kai Zinomos pradines salygos Y(Xg) = VYo, Y'(Xg) = Yo,
randamas diferencialinés lygties atskirasis sprendinys.

Antrosios eilés diferencialine lygtis vadinama paprasciau-
Siaja, jei jojencraarbax, arbay, arbayir y' . Siais atveais dar
sakoma, kad galima sumazinti diferencialinés lygties eilg.

IS pradZiy nagrinekime lygti

y" = 1(x), (Py)

kuriojencrane y, nei y' . Siuo atvegju integruodami pirmiausia
randame Y’ :

y' = [y'dx= [ f(x)dx.
Po to integruodami gautaja iSvesting y', randamey:
y= Iy’dx.

Spresdami diferencialing lygti
F(xy.y")=0, (P2)



kurioje néraieskomos funkcijosy, keiciame kintamaji pagal lygybe
z=Y' (¢iaz-naujanezinomafunkcija). Tuomet y" = Z',ir
gaunama pirmosios eil¢s diferencialing lygtis:
F(X,z,2') = 0. Rad Sios lygties bendraji sprendini
z=¢1(xCy) irvietgezirak y', vel gauname pirmosios
eilles diferencialing lygti Y' = ¢ 1(X,C1) . ISsprende Sia lygti
gauname (P,) lygties bendraji sprendinj.

Spresdami diferencialing lygti

F(y.y.y")=0, (Ps)
kurioje néra nepriklausomo kintamojo X, keiciame kintamaji pagal
lygybe p=Y' (Ciap— nauja nezinoma funkcija). Tuomet

y' = p%,irgaunamapirmosioseilesdiferencialine lygtis
d
F(y.p) =0.
y

Pavyzdziai

1) Rasimelygties y" = XCOS X atskiraji sprendinj, tenkinanti
pradines salygas: y(0) =0, y'(0)=1.
Matome, kad duotoji lygtis yra pirmojo tipo, todél pirmiausia
ieSkome y' :
y' = Iy”dxz I XCosxdx = I xdsin x.

Integruojame dalimis:

y' = xsin x—jsin xdx ,

y'= Xsinx+cosx+C;.
Pritaike pradines salygasx = 0ir y'(0) = 1, galimerasti laisvaja
konstantg C;: 1=1+ C;. 1§ &ia gauname, kad C,= 0.
Taigi

y'= XSin X+ COSX.

Integruodami gautaja iSvesting y', ieSkomey:
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y= [ y'dx=[(xsinx+cosx)dx= [ xsin xdx+ [ cos xdx.

yz—j xdcos X +3n x =—xcosx+fcosxdx+sin X,
y = —XC0osX +2sinx+C,.
Pritaike pradines salygas x = 0 ir y = O, randame laisvaja konstanta,
C,: 0=C,. Tuomet
Y = —XCOSX +2SinX.

2) Rasimelygties y"ctg2x+2y' =0 atskiraji sprendinj, tenkinantj
pradines salygas: y(0) =0, y'(0)=1.
Pastebime, kad lygtyje néra funkcijosy, todel kei¢iame kintamaji
pagal lygybe z=Y'. Tuomet y" = Z', ir gauname pirmosios eilés
diferencialine lygti:

Z'ctg2x+2z=0.
Si lygtis yra su atskiriamais kintamaisiais. Todel:

Z'=-2z0g2x = %:—ZZEﬂQZX = %:—ZtQZXdX.
X z

Atskyre kintamuosius abi puses integruojame:

dz _ _ _Sn2x
= IZthxdx = In7= Icostdzx’
inf7 = [99%2X . 12 = Injcos2 +In(c],

C0S2 X
z=C cos2x = Yy =C;00s2X.
Pritaike pradines salygasx = 0ir y'(0) = 1, galimerasti laisvaja
konstantg C;: 1= C,.
Taigi
y'= COS2X.
Integruodami gauname:

y:Iy'dx = %sin2x+ C,.

Pritaike pradines sglygas x = 0 ir y = 0, randame konstantg C,= 0.
Tuomet
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1.
= —sn2x.
y 2

3) Rasimelygties y"y> = —25 atskiraji sprendini, tenkinant
pradines salygas: y(2) =5, y'(2)=1.
Pastebime, kad lygtyje néra x, todkl kei¢iame kintamaji pagal

lygybes y' = p, ¥V =p @;Id—p . Tuomet gauname tokia, pirmosios
y

iles diferencialine lygti p%‘;[ﬁ = 5. Joje atskiriame

kintamuosius ir integruojame:

-25 ~25
S Imm=j:§dy

2 _ -2
p_:25—y+& = y’2:§+cl_
2 -2 y2

Pritaike pradines salygasy =5ir y' =1, randame konstanta C;= 0.

Tuomet
, 25
y'?= — -
y
Atsizvelge, kadyir y' yrateigiamos, gauname:
,_ 5
y' =—.

y
L dy_5 _ _
Tuomet: &—9 = ydy=5dx = Iydy—Ide,

2
Y —sx+C,.
2
Pritaike pradines salygas x = 2 ir y = 5, randame konstanta

C= g Tuomety = ,/5(2x+1) .

2 uzdavinys. Raskite dvigjy antrosios eil¢s diferencialiniy
lygeiy atskiruosius sprendinius, tenkinancius pradines salygas:
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1) y"=50y°; y(3)=1 y'(3)=5
Tt Tt
"t - I+1; —)=—-, I_:O
V=Y +L yYC) = y(ZTS

2 y"=-2w'3; y(0)=1 y(0)=1
1 1
y'=—0y+x yDb==, y(@D=1
X 3
1 J2

3) y"=—2—y3; y(0) =1, y’(0)=7

y" =6x+snx;, y(0)=0, y(0)=0
16
4) y" :—Fi y() =2, y(1)=2
xtyrxCy =4y =1 y(1)=-1
5) xy" -y =x°€; y1)=0, y()=e
y =98y% w1 =1 y(1)=7
6) y" +2sinycos’y=0; y(0) =0, y(0)=1
5 5
n + ! = X+ . 1 :_’ ! 1 - __
Xy" +y Ly y y'(D 5
. 1 Tt
7y - 2y ctgx= sin® x ;{Ej:——, '(—j:o
)RY% Y ctgx 5 3 y 5
y" +18sinycos’ y=0; y(0) =0, y'(0)=3
8) y'=¢€”; y(0)=0, y(0)=1

1
y"=?; y =1 y(@®=0

_ 1 1

9) y" =xe?%; y0)==, y(0)=-=

) Y y(0) 2 y'(0) 2
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(y-Dy"=2y'%; y0)=2, y'(0)=1

10) y" =72y% y2)=1 y(2)=6
1

nry =~ Y1) =4, y()=3
Xy" +y x y(2) y'(D
11) xInxy" =y, y(e=0, y(e=1

yoy' =49, y(0)=-7, y(0)=-1
12) w" =y'% y(0)=1 y(0)=1

X' -2y = —%; WY =3, Y@ =1
19) y' =lnx (H=5, Y(B=0

2y =14y y0)=1 y(0)=1
14) y" =32sin® ycosy; y(l):g, y'(1) =4

ctoxy" = —(1+y'); y(0)=0, y'(0)=0
15) xy" ==y, y(1)=0, y'(1=1
yly"+9=0 y) =1 y(D=3
16) y3y" +36=0; y(0) =3, y'(0)=2
] [ - . —ﬂ 4 :g
X" +y =X =3, yO=3
% vD=0, y(=0
8

y" =8y% y(0)=1 y'(0)=2

17) y" =

18) y" =-y'%; y(0)=1 y'(0)=1
1

1 3
no_ I:__; 1 == 11:_
oy == A= v =S
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19) ¥*y" +xy'=L y1) =0, y()=0
y"=2yy5 Y0 =1 y(0)=2

1 1
20) y3y" =1, 3{—):1, '(—j:l
) YY" =1 > y15
y'+y' =1L y=1 y(=2
21) y" =x+cosx, y(0)=0, y'(0)=0
y" =18sin® ycosy; y(1)=g, y'(1)=3
22) y" +8sinycos’ y=0; y(0) =0, y'(0)=2
2
y'=—; ¥ =2 y@=-1

23) (1+x2 y'=2x/: Y0)=0, y(0)=3

yly =—4 y(0)=-1 y'(0)=-2
20) yy' +y'2 =1 y2)=1 y((2)=42
(1+snx)y" =cosx3y; y(0)=-1 y'(0)=1
25) y" =128y°: y(0)=1, y'(0)=8
y”:£(1+ln£); y(l)zl, y'(D=e

X X 2

26) y' =2y°; y(-1) =1, y'(-1)=1

ey y (M= Y2 o2
y"tgx=Y; y(4)— > Y(ZB— >
27) y*y" =-64; y(0) =4, y'(0)=2

y" =xgnx;, y(0)=-2, y(0)=0
28) y" +32sinycos’y=0; y(0) =0, y'(0)=4

1
Xy" +y' =3x%; =3 yO=1
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Tt

29) y" =8sin® ycosy; y(l):E, y'(1) =2
y =2 yn=o y@=¢
X X

30) " =2y'?; y(0)=1, y'(0)=1

1
vl ¥(0)=0, y'(0)=0

y" -

Antrosios eilés tiesiniy diferencialiniy lygéiy su pastoviaisiais
koeficientais sprendimas

Antrosios el¢s tiesine diferencialine lygtimi su pastoviaisiais
koeficientais vadinama lygtis
y' +agy +ayy = f(x).

Kai dedinigji lygties puse yra O, lygtis vadinama homogenine,
prieSingu atveju, — nehomogenine.
Homogenin¢ lygtis

y'+tay +tay=0 (H)
turi trivialy sprending y = 0. Ja yi(X) ir y»(X) yra homogeninés lygties
sprendiniai, 0 C; ir C, — bet kurierealigi skaidiai, tai
funkcija Cyyi1(X) + Coy2(X) taip pat yra homogeninés lygties
sprendinys.
Funkcijos yi(X) ir y»(X) vadinamos tiesiSkai nepriklausomomis
intervale (a; b), jei tapatyb¢ o4 [y (X) + 05 0, (X) =0 teisinga
tik tada, kai 001 = a, =0.
Funkciju y1(X) ir y2(X) Vronskio determinantu vadinamas toks
determinantas:

ICITe

W = |
K= 00 ve (9
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Funkcijos yi(X) ir y»(X) yratiesiskai nepriklausomos intervale (a; b)
tik tada, kai ju Vronskio determinantas visiems
x O (a; b) nelygus nuliui.
Bet kurie du tiesiSkai nepriklausomi homogenings lygties sprendiniai
yi(X) ir y»(X) sudaro fundamentaliaja sprendiniy sistema. Tuomet (H)
lygties bendrasis sprendinys yra toks:

Yo= C1y1(X) + Caya(x).
Kvadratiné lygtis

A +a) +a, =0, (Ch)

kuri gaunama homogeningje lygtyje y" +a,y' + a,y =0 pakeitus
y", Y,y attinkamai A2 A ir 1, vadinama charakteristine lygtimi.
Jei (Ch) lygties Saknys A1 ir A, yrarealiosiosir skirtingos, tai
funkcijos y; = € ir y, = e*2* sudaro fundamentaliaja
sprendiniy sistemy. Siuo atveju

Yo= C]_e)\lx + Cze)\zx .
Jei charakteristinés lygties Saknys A4 ir A, yralygios(A, =A4),
tai funkcijos y; = €% ir y, = xeMX sudaro fundamentaliaja
sprendiniy sistemy. Siuo atveju

Yo= e)‘lx(Cl + Cz X) .
Jei charakteristinés lygties Saknys A 1 ir A, yrakompleksines, t. y.
A =a+Bi, A, =a —Bi, tai funkcijos y; = €** cosPx ir
y, = €*sinBx sudaro fundamentaliaja sprendiniy sistema. Siuo
atveju homogenin¢s lygties bendrasis sprendinys

yo= €™(Cy cosPx+C, sinpx).

Antrosios el¢és tiesines nehomogeninés diferencialings lygties
y' +ayy +ayy = f(X)
bendrasis sprendinysy lygus Sios lygties atskirojo sprendinio 'y ir
homogeninés lygties bendrojo sprendinio y, sumai:
Y= Yot Y.
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Nehomogenines lygties atskiraji sprendinj 'y galima rasti
neapibréZtyju koeficienty metodu, kai lygties deSinioji puse f(X) yra
specialaus pavidalo.

ISskirsime tokius tris atvejus:

1) f(X) = e®P,(X); ¢ia Py, (X) yram-ojo laipsnio
daugianaris, m=0, 1, 2,...

Siuo atvgu ¥ = eQp,(X) XX gia Qn(X) yram-ojo laipsnio
daugianaris su neapibréztaisiais koeficientais. PavyzdZiui, kai m=2,
Q,(X) = Ax? +Bx +C.

Laipsnio rodiklis k parodo, kiek karty a yra charakteristines lygties
Saknimi; k gali igyti trisreikdmes: k=0, 1, 2.

2) f(x) = e®(ctosbx +d Einbx) .

Sivo atvgu ¥ = e®™(Acosbx+ Bsinbx) (X" ; giaAir Byra
neapibréztigi koeficientai. Laipsnio rodiklisr parodo, kiek karty a +
bi yra charakteristines lygties Saknimi; r gali igyti dvi retkSmes: r =
0, 1

3) f(x) = f1(X)+x(X); Ciafy(X) ir fo(X) yra pirmojo arba antrojo tipo
funkcijos.
Siuo atveju nehomogeninés lygties y" +a;y' +a,y = f(X)
atskirasis sprendinys 'y gaunamas sudedant dvigjy nehomogeniniy
lyociuy

y'tay' +apy=fi(x),

y'tay' +ayy = f(X)
atskiruosius sprendinius Yy, ¥o: Y = Y + V5.

Pavyzdziai

1) Rasimelygties y" —3y' +2y =3X +2 bendraji sprendin;.
I8 pradZiy sprendZiame homogening lygti

y' =3y +2y=0.
Jos charakteristiné lygtis:
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A2 -3\ +2=0.
Sios lygties Saknys A ;=1 ir A, =2 yraredliosiosir skirtingos. Todél
homogeninés lygties bendrasis sprendinys
yo= Cie¥ +C,e?%.
Nehomogenines lygties deSinioji puse f(X) yra pirmojo tipo, m=1 ir
laipsnio rodiklio dauginamasis a = 0 néra charakteristines lygties
Saknimi, todel atskirojo sprendinio 'y pavidalas yra toks:
Y = Ax+B.
Neapibréztigji koeficientai A ir B parenkami tokie, kad funkcija 'y =
Ax+B biity nehomogeninés lygties
y' =3y +2y=3x+2
sprendinys. Todkl ieSkome iSvestiniy:
y'=A V" =0.
Irad Sias iSvestines | nehomogening lygti, gauname tapatybe:
-3A+2(Ax+B) =3x +2.
IS jos apskai¢iuojame, kad A 23, B = ?
Tuomet nehomogenings diferencialines lygties bendrasis sprendinys
Y=YotYy,

3 13
=Cef+C,e2 %+ 2 x+ =,
Y= 22 27 4

2) Rasimelygties y" +4y' +4y = e 9in x bendraji sprendinj.
IS pradZiy sprendZiame homogening lygti
y'+4y' +4y =0.
Jos charakteristiné lygtis:
A2 +4\ +4=0.
Sioslygties Saknys Ay = A, =—2. Todél homogeninés lygties
bendrasis sprendinys
Yo= e_ZX(C1+ CZ X) .

19



Nehomogenines lygties desinioji puse f(x) yra antrojo tipo, laipsnio
rodiklio dauginamasis a = 1, 1+i n¢ra charakteristings lygties Saknis,
tod! atskirojo sprendinio 'y pavidalas yratoks:
V=e*(Acosx+Bsinx).

Neapibréztigji koeficientai A ir B parenkami tokie, kad funkcija 'y
biity nehomogeninés lygties sprendinys. Todel ieSkome iSvestiniy:

V' =e*(Acosx+Bsinx—Asnx +BcosXx),

V" =e*(-2Asin x +2B cosX).
Irad Sias iSvestines | nehomogening lygti, gauname tapatybe:
(-6A+8B)snx+(8A +6B)cosx =sn x.

Sulyginame abigjy lygybés pusiu sinx ir cosx koeficientus:

-6A+8B =1,
8A+6B =0
Y w e 3 2
IS Sios sistemos apskaiciuojame, kad A= -—, B =—.
50 25
Tuomet nehomogenings diferencialines lygties bendrasis sprendinys

y=Yot+ Y,

oy %, 3 2 .
= e Ci+ Cox)+e”(——cosx+—9gnX).
y (C1+ Cox) +eX( 50 % )

3) Rasimelygties y" +y = €% + x? bendraji sprendin.
I8 pradZiy sprendZiame homogening lygti

y'+y=0.
Jos charakteristiné lygtis:

A +1=0.
Sios lygties Saknys A1, = +i. Todél homogeninés lygties bendrasis
sprendinys

Yo= C;cosx+ C,sinx.

Nehomogenines lygties deSinioji puse f(x) yra tregiojo tipo, todel
atskirasis sprendinys y = y; +Ys,.
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Y, yranehomogeninés lygties y" +y = e?X atskirasis sprendinys.
Jo pavidalas: ;= Ae?*

Rasime neapibreZtaji koeficienta A:

Y, =2AE2%, Y, =4A?*, 4AP + AeX =&,

Y, yranehomogeninés lygties y" +y = X? atskirasis sprendinys.

Jo pavidalas: ¥,= Ax? + Bx +C .
Rasime neapibréztuosius koeficientus A, B ir C:

V, =2Ax+B, V, =2A, 2A+Ax2+Bx+C =x2,
A=1B=0C=-2
Tuomet

V= éez X4l—2,
0 nehomogenines diferencialines lygties bendrasis sprendinys
y=Yot+V,

y= C,cosx+ C,sn x+ée2x+x2—2.

3 uzdavinys. Raskite antrosios €lés diferencialiniy lygéiy
bendruosius sprendinius:
1) y" =3y +2y=x? +2x y" +y=coSX

2) y" —4y' + 5y =¢* [2x
y" —3y' — 10y = sin X + 3cosx
3) y" -5y +4y=¢" y" =2y +y=2snx+4c0sX
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4) y" -3y’ = 18x — ¥ y' +2y' +y=x+8nx
5) y" -2y =6x% —2x+3 y" +y=sdnx

6) y' -3y +2y=4x® +2x+1  y" +y -2y=8sin2x
7)Yy +2y -8y=126"*  y" -2y’ +y=2snX+C0SX
8) y" — 5y’ +4y=e?X [(2x - 1) y" — 3y’ =cosXx
9) y" -2y +2y=¢€ X [(5x - 4) y" — 2y' + Yy =C0SX
10) y" -3y’ +2y=2x% +4x+1  y" +2y +2y=sn2x

11) y" —4y' + 5y =10e”* y" — Y =COSX

12) y" -y =3x? +2x -5 y" -8y’ + 12y = -65c0s4Xx
13) y" -2y +y=x+e* y" —4y=sn2x
14) y" —4y' +3y=¢* y" + 4y =00S2 X

15) y" —4y' +5y =€ X [[10x +4) y" -2y =sin2x
16) y" -2y +2y=e3* [(5x-1) y" -2y’ = 5cosX

17) y" +y' =6x+e* y" =2y +y=8nx
18) y" + y=x+2e* y" +2y' = -5s8in x

19) y" -y'=x? -2x-3  y"+y -2y=3c0sX +€nx
20) y" +4y = xe** y" +y' —2y=cosx-3snx
21) y" +9y=e> y" =2y’ +y=2c0sX +2sn X

22) y' -2y +2y =X [[6x +2)

y' =2y '+ y=2c0sXx—-4snx
23) yn +5yr+6y:e—X +e—2X

y" —2y'+ y=4cosx —4sn X
24) y" -5y' +4y=¢ X [[10x +3)

y" = 3y' -4y = -34cos X
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25) y" =3y’ +2y=2x> —x+1  y" -3y —4y=17sinx
26) y' —2y' =3x% +x -2
y" +4y'+4y =2sn2x +3c0S2X
27) y' -y =2%x% =5 y" — 3y’ —4y = —68c0S X
28) y" -6y —7y=32e>* y" -4y +4y=snx
29) y" —2y' = x% -5x +1
y" =3y’ +2y =sn X —3cos X
30) y" -5y’ +4y=e?X [(4x +3)
y" —3y' +2y =-dn X +3C0s X

Tiesiniy diferencialiniy lyg€iy sistemy sprendimas

Dvigy tiesiniy diferencialiniy lygéiy sistema
dx

—=apX+ap,y,
at 11 12Y

Yo x+a y
gt fatX Tt axny,

kurioje neZzinomos funkcijos yra x = x(t), y = y(t), galima spresti
suvedant sistemg i antrosios elés diferencialing lygti
y" +a,y' +a,y=0. Tuotikslu diferencijucjame antraja sistemos
lygti: Y' =ay X' +ay Yy . 1Salygtiirask X' iSraiska iS sistemos
pirmaosios lygties, gauname lygti

y" = ag (a1 X +83,y) +ag Y-
I Sig lygti iras x iSraiska iS sistemos antrosios lygties, gauname
y" +a,y' +a,y =0 pavidalo lygti. Sudarg Sios lygties charak-
teristing lygtj A+ ayA +a, =0 ir suradg jos Saknis, gauname
bendraji sprendini y = y(t). Apskai¢iave Y’ , i8S sistemos antrosios
lygties gauname neZinomg, funkcija x = X(t).
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Pavyzdys

Rasime diferencialiniy lygciu sistemos
{x’ =-3x-Yy,
y'=Xx-y
bendraji sprendini x = x(t), y = y(t).
Diferencijuojame antraja sistemos lygti: y" = X' —y'.138a lygti
ira& X' iSraiska iS sistemos pirmosios lygties, gauname lygti
y'==3x-y-y.
I Sig lygti iras x iSraisky iS sistemos antrosios lygties, gauname:
y'==3(y+y)-y-y = y"+4y +4y=0.
Sudare¢ gautosios lygties charakteristing lygti A +4\ +4=0r
suradg jos Saknis A 1, = =2, gauname bendraji sprendin y
= e_2t (Cl + Czt) .
Apskaiciuojame y' :
y'= e 21 (-2C; —2C,t +C,).
IS sistemos antrosios lygties gauname:
X=y +y.
IraSomeyir y' iSraiskasi Sia lygti:
x= €2'(-2C; —2C,t +C,) + €2 (C, +Cyt),
X= e_2t (_Cl - C2t + Cz) .

4 uzdavinys. Raskite diferencialiniy lygciy sistemy
bendruosius sprendinius x = x(t), y = y(t), suvesdami sistema i
antrosios eilés diferencialing lygti y" + ayy' +a,y=0.

" X' = X+ 4y, ) X'==3x+2y, 3 X' = 3x+Yy,
y'=2Xx+ 3y y'=-2Xx+y y'=x+ 3y
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X' =5x+ 4y,
y'=-2x+11y
1= _3’
7){x x— 3y
y'=3x+y
I: +6’
10) X' = X+ 6y
y'=-2x+9y
13){><’=y,
y ==X
I:3+’
16){)( X+y
y'=8x+y
"= 2x+ 3y,
19){x X+ 3y
y'=x+4y
"= bx+ 4y,
22) X X+ 4y
y'=2x+ 3y
25){X,:y’
y =X
I:4+’
%) X X+y
y' = 3x+ 2y
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I: +4’ I:3 _ ’
5){x X+ 4y G{X X—y
y'=x+y y' =4x-y
8 X' = Xx-2y, X'=5X+Yy,
y' = 3x+ 6y y'=-3x+9y
I:_’ I:_2’
11){)(, y 12){)(, Y
y'=X y' =X
'=2X+ 3y, "= 2x+ 8y,
14) X =oxr sy 15 X =exmey
y'=x+4y y'=x+4y
17 X' = 4x+ 6y, X' = 5x+ 8y,
y' = 4x+2y y'=3x+ 3y
"= x+ 5y, "= x+ 3y,
20) X' = X+ 5y o1 X'= X+ 3y
y'=7x+ 3y y'=3x+y
"= =7x+Yy, "= -2x- 3y,
3 X X+y 22 X xX—3y
y'=-2x-5y y'=-X
"= 2X+y, "= 2X+ Y,
26) XZXTYy oy [ X ZeXTY
y'=2Xx+ 3y y'=4x+ 2y
"= 6Xx- 2y, "= X+ 2y,
29) X =0x yso X=xTS
y'=3x+y y'=4x+ 3y



Fizikos uZdaviniai, suvedami j pirmosios ellés diferencialines
lygtis

Tarkime, kad kuriam nors procesui apraSyti pakanka dvigu
kintamujy, X ir y. Funkcine x ir y priklausomybé¢ y =f(x) néra Zinoma,
bet Zinoma apie nagrin¢jamo proceso greitj, kurj apibrézia y' .
Tarkime, kad proceso greitis (y kitimo greitis) proporcingas paciam
y. Tuomet Sio proceso matematinis modelis yra diferencialing lygtis
y' =ky (k — proporcingumo koeficientas).
Turédami diferencialing lygti, iS pradziy randame jos bendraji
sprendin. Po to, panaudoje turimas pradines salygas ir papildomus
duomenis, randame atskiraji sprendin; y =f(x).

Pavyzdziai

1) Jei cheminio eemento skilimo greitis (jo masés y kitimo greitis)
proporcingas mase laiko momentu t, tai masésiir laiko funkciné
priklausomybe y=f(t) randama is diferencialines lygties y' =ky.

2) Jei besisukanti diska stabdo trinties jéga, proporcinga sukimosi
kampiniam grei¢iui w, tai Sio greicio priklausomybé nuo laiko t
randama,, je iS diferencialinés lygties w' = kw.

3) Jei tiesial judarkio kano greitis V proporcingas laiko t kvadratui,
tai nueito kelio S priklausomybeé nuo laiko t randama is diferencia-

lines lygties S’ = kt? . Sia lygti iSsprendziame:
3
S:Iktzdtzk%+c.

Tarkime, kad
S=0, kai t=0; S=18, kai t=3.

Tuomet C=0, k=2 ir Széts.
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Geometrijos uzdaviniai, suvedami j pirmosios eilés
diferencialines lygtis

Nagrinésime tokius geometrijos uzdavinius, kuriuose reikia rasti
kreives lygt y =f(x) pagal Zinomg kreives bet kurios liestings savybg.
Siuose uzdaviniuose taikoma iSvestings geometring prasme:
funkcijos iSvestines reikSme duotame taske yra lygi Sios funkcijos
grafiko liestines Siame taske krypties koeficientui. Be to, taikomi kai
kurie analizinés geometrijos teiginiai ir pirmosios elés
diferencialiniy lygéiy sprendimo metodai.

Pirmiausia uzraSoma kreivés diferencialiné lygtis, po to randami jos
bendrasisir atskirasis sprendiniai.

Pavyzdziai

1) Jai liestinés bet kuriame kreives taske M krypties koeficientas yra
2 kartus didesnis uZ tiescs OM krypties koeficienta, tai kreives lygtis
randama is diferencialines lygties:

y’=2EI¥.
X

2) Tarkime, kad kreiveés bet kurios liestines atkarpa, esanti tarp
lietimosi tasko M(X, y) ir Ox aSies, kirsdama Oy aSj dalijama pusiau.
Pritaikome kreives y =f(X) liestines, nubrézZtos per lietimosi taska
M(x, y), lygti:

Y-y=y(X-Xx);
cia (X, Y) — bet kurio liestines tasko koordinatés.
Jai liestings taSka, kuriame ji kerta Ox agj, pazymesime N, tai
atsizvelge | nurodyta liestinés savybe, kad jos atkarpa MN Oy aSis
dalo pusiau, gausime N koordinates: N(=x, 0). IraSome Sio tasko
koordinates i liestins lygti:

O-y=y'(-x—X).
Taigi ieSkomos kreivés diferencialing lygtis yra tokia:
=Y
y 2x

Si lygtis yra su atskiriamais kintamaisiais. Todel:
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ﬂ’:l - dy dx ZI
dx 2x

2In|yi:In|xj—In|C1|, C,720; = x:iclyz.
Pazymeje C = +C;, gauname paraboliy lygtis

x=Cy?, C#0.
Konkreti parabolé gaunama, Zinant jos taska, pavyzdZiui,
AL, 1). Sivo atveiu; x=y?.

5 uzdavinys. Suveskite uzdavinj i pirmosios elés tiesing di-
ferencialine lygti su atskiriamais kintamaisiaisiir jj iSspreskite.

Cheminés medZiagos skilimo greitis proporcingas jos masel
m kiekvienu momentu t. Raskite mases priklausomybg nuo laiko t,
je m=my, kai t=to, ir m=my , kai t=t;
(masé m matuojama gramais, o laikas t — metais).
Nr.1 me=2, my=1, t;=1600;
Nr.2 me=10, my=8, t;=300;
Nr.3 m=3, my=1, t;=1000;
Nr.4 me=5  m=2, t;=2000.

Kiino atSalimo greitis proporcingas kano ir kambario
temperatiry skirtumui. Raskite kiino temperatiiros T priklausomybe
nuo laiko't, jei kambaryje, kurio temperatiira 20° C, kiinas per t;
minugiy atvéso nuo T laipsniy iki T, laipsniy. Per kiek laiko kiinas
atves iki T3 laipsniy?

Nr.5 T,=100, T,=60, T3=25, t,=10;
Nr.6 T,=120, T,=70, T3=45, t,=10;
Nr.7 T,=100, T,=40, T3=25, t,=20;
Nr.8 T,=100, T,=60, T3=35, t,=20.

Skystyje besisukant; diska stabdo trinties jega, kuri
proporcinga sukimosi kampiniam grei¢iui & . Raskite Sio greicio
aps.

priklausomybe nuo laiko t, jei iS pradziy diskas sukosi Wy ——
min
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greiciu, o po t; minuciy sukosi w4 % greiciu. Kokiu grei¢iu
suksis diskas po t; minu¢iy nuo sukimosi pradzios?

Nr.9 wg=200, w, =120, =1, t,=2;

Nr.10 wg =100, w,; =50, t,=0,25, t,=0,5;

Nr.11 wg =180, w; =120, =1, t,=2;

Nr.12 wgy =160, w,; =120, t,=0,5, t,=1.

o . . km L. o
Motorine valéiai eZzere plaukiant vy T greidiu, variklis

e . I . " e .. km
buvo i§ungtas, ir po t; minuciy valties greitis sumazéjo iki v — .

Raskite valties grei¢io v priklausomybg nuo laiko t, jei vandens
pasiprieSinimo jéga proporcinga valties greiciui. Koks bus valties
greitis po t, minu¢iy nuo variklio i§ungimo?

2
Nr.13 v,=10, v;=0,5, t;=2, tZ:E;

1
Nr.14 v,=10, v;=6, t1=:—3, t,=2;

Nr.15 v=20, v;=5, t;=10, t,=5;
Nr.16 vo=15, v;=5, t,=10, t,=4.

Tiesiai judangio kiino greitis V= kt" (t — laikas, k — pro-
porcingumo koeficientas). Raskite nueito kdio S priklausomybe nuo
laikot, jei S=S, kai t=0. Kokj atstuma jveiks kunas per pirmasiast;
sekundes? (atstumas matuojamas metrais, o laikas — sekundemis).
Nr.17 n=2, k=3, S=10, t;=2;

Nr.18 n=2, k=6, Sy=5, t;=5;
Nr.19 n=3, k=4, S=3, t;=3;
Nr.20 n=3, k=2, Sy=5, t;=2.

Raskite lygti kreives, einancios per taska A(Xy, Y1), je jos

liestines bet kuriame kreivés taSke M krypties koeficientas yran
karty didesnis uz tiescs OM krypties koeficienta.
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Nr.2l A(L 1), n=3; Nr.22 A2 3), n=-1;
Nr.23 A(3,4), n=3; Nr.24 A(1,5), n=4;
Nr.25 A(1, 3), n=-3.

Raskite lygti kreives, einancios per taska A(Xy, Y1), je jos
liestinés atkarpa, esanti tarp koordinaciy aSiy, lietimosi taske M yra
dalijama pusiau.

Nr.26 A(1, 4); Nr.27 A(5, 4); Nr.28 A(-1, -2);
Nr.29 A(3, -1);Nr.30 A(-2, 3).

Pirmosios eilés diferencialiniy lyg¢iy skaitinis sprendimas

Spreskime Kodi uZzdaving: reikia rasti pirmosios ellés diferencialines
lygties y' = f(X,Y) atskiraji sprendinj, tenkinantj pradine salyga
Y(Xg) = Yo - Tarkime, kad funkcijaf(x, y) yratolydzigji ir jos

dalin¢ isvesting w yra apréZtoji kurioje nors pradinio tasko
Mo(Xo, Yo) aplinkoje. Tada Sioje aplinkoje KoSi uzdavinys turi viena
sprendin;.

Kai KoSi uzdavinio negalima iSspresti tiksliai, ji galima
iSspresti apytiksliai. Siuo atveju parenkamos nepriklausomo
kintamojo reik8mes x;=xg+h, Xo=x:+h, ..., X;.=%,_1+h ir pagal tam
tikras formules apskaiciuojamos ieSkomos funkcijos reik3mes ys, Ys,

eey yn..

Oilerio metodo formulés yra tokios:
Yi+1 = Yi +h[f(Xi,yi), i=0,1, 2, ..., n—-1.
Rungeés ir Kutos metodo formulés:

h k
kg =hf(x y;), ky =hf(x; +E’yi "‘?1),
h  ky
ks =hf(x +ani "‘7), kg =hf(x +h,y; +k3),

yi+1 = yl +%(k1 +2k2 +2k3 +k4), i:O, 1, 2, ceny n-1.
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Pavyzdys

Pateiksime diferencialinés lygties

y' =(x* +1) dn(x +y)
atskirojo sprendinio, tenkinanéio prading salyga y(1)=1, keturiy y
reikSmiy ieskojimo, kai x igyja reikSmes: x;=Xgth, X;=x3+h, Xs=xo+h,
xs=xz+h (h=0,1) rezultatus Oilerio bei Rungés ir Kutos metodais.

X y

11 1,1386

1,2 1,3167

1,3 1,5419

14 1,8229

X ke ko ks Ka y

11 0,13863 0,15792 0,15887 0,18009 1,1587
1,2 0,18007 0,20321 0,20432 0,22965 1,3628
1,3 0,22963 0,25713 0,25842 0,28837 1,6210
1,4 0,28835 0,32072 0,32218 0,35725 1,9429

6 uzdavinys. Oilerio bei Rungeés ir Kutos metodais
apskaiciuokite pirmosios eil¢és diferencialings lygties atskirojo
sprendinio, tenkinanéio prading salyga y(Xo)=Yo, keturiasy reikSmes
0,0001 tikslumu, kai x igyja reikdmes: x;=xo+h, Xo=X;+h, Xs=x,+h,
Xg=Xzth.

Zemiau pateiktame diferencialiniy lygéiy variante galimaimti: a=1,
b=1, x=1, yo=1, h=0,1.

1) y' =4/axy +by 2) y' =Jax+,/by

3) y’:ax+b\/§ 4) y’:./x+ay+£2
y

5 Y =a/x+byx+y 6) y =ax+b/x+y
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/bx

7y =2+b| 8 y = ax+
y y
X x2+y
9y =—+ 5 10) y' =ax+bsn(x +Yy)
a
2 2
1)y ="+ 12) y' = ax +n
a b \N

ax+y

13) y' = ax++/by +4 14)y =—— -2

—bx

y X
15) y' :[1+%je2b 16) y' =Jax+1@ >
y
[..2 2 _
17) y,:ax—+4 18) y':u
by +5 bx+y
—X
19) y' = (ax2 +1)Eeby 20) y' = (ax+2) On(2x +hy)
i , _ aln(1+ by)
21) y —(2x +a)D]n(bx+ y) 22) y STl
™Y In(ax +y)
2 y = 29y =t
y bx? +4 Y bx? +4
2
axc +1 2
25) y = 2 T 26) y' =+Jaxy +b
)Y In(x+ by) )y e
27) y' = ax+ b\/y 28) y' =ax+blIn(x+y)
X
9y = 4 0y =S
y by +1 Y bx? +1
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2. 1Ssprestosios uzduotys
Diferencialiniy lygéiy sprendimas
Pirmos eilés diferencialinés lygtys

1 uzdavinys. Lygtys su atskiriamais kintamaisiais

1) Rasimelygties xy'+y = 0 bendraji sprendin;.

2)

Duotaja lygti pertvarkome:

x%+y=0:> xdy = —ydx

X

Tai jau lygtis su atskiriamais kintamaisiais. Atskiriame kintamuosius
ir abi gautosios

lygties puses suintegruojame:

dy _ dx dy _  pdx

Y=, (Y=

y
i$ kur gauname bendraji sprendin;:

In[y| ==} +INnC=y==

Rasime lygties y'tgx — Yy = 4 bendraji sprendin;.
Duotaja lygti pertvarkome:

tgxﬂ: y+a— dy _ co.sxdx
dx y+4 dgnx
Tai jau lygtis su atskiriamais kintamaisiais. Atskiriame kintamuosius
ir abi gautosios
lygties puses suintegruojame:
dy _ dx dy _ cosxdx _ rcosdx
= J Y=
y+4

y+4  tgx y+4 sn x sin x
d(y+4) _ ¢d(sinx)

DI y+4 _I snx

i$ kur gauname bendraji sprendin;:
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3)

Iny+4/ =InsinX +InC = y+4=Csinx= y=Csinx-4.

Rasime lygties (xy2 + x)dx+ (y - xzy)dy =0

bendraji sprendin;.

Duotaja lygti pertvarkome:

x(y2 + 1)dx + y(l— X )dy =0.

Tai jau lygtis su atskiriamais kintamaisiais. Atskiriame kintamuosius

ir abi gautosios

lygties puses Sui ntegruoj ame
xax I xdx

1- X y +1

—IM“%Imj

Iy 1 1-x2 1+ y?

dil-x?) _ cdit+y?
MEsRs o
i$ kur gauname bendraji sprendin;:

In‘l— xz‘ :In‘1+ y2‘+ln031— X :C(1+ yz):> y= -1

2 uzdavinys. Homogenines lygtys

1) Rasime diferencialinés lygties (x — y)dy = ydx
bendraji sprendin;.

Isitikinkime, kad &i lygtis homogeniné:
(Ax=Ay)d(Ay) = Ayd(Ax),

A(x - y)dy = Pydx,

(x- y)dy = ydx.

Pertvarkome lygti:

dy__y

dx  x-vy’



y= -
<Y
X
Pakeiciame kintamaji u=-L, i& kur y=ux. Tada y'=u'X+U.
X
Istacius keitinius
1 lygti, gauname
, u
ux+u=——.
5 1-u
Sig lygti pertvarkome lygti su atskiriamais kintamaisiais:
, u du u+u’-u 1-u dx du du
u'x=——-u —= >—du=—=—-——
1-u dx 1-u u X u u

Abi gautos lygties puses integruojame;
du_pdu_ pox

u> Ju X
1 _

— Inu| = In[X +InC.

y

Vietgj u jra& —
X

2
—%—In|y|+ln|x|zln|x|+lnc
2
—%—In|y|:InC.

2) Rasime diferencialines lygties
X y'+x = ygn X
X X
bendraji sprendin;.

Isitikinkime, kad &i lygtis homogeniné:

Xsn
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Ax&in—= Ay L(/ly) +Ax =y Eﬁnﬂ
Ax d(Ax) Ax

[xsm y Gd— + xj /1ysm
X'

xsinly'+x = ysinl.
X X

Pakei¢iame kintamaji U =-—, i8 kur y =ux. Tada y'=u'x+u.

% <

Istagius keitinius
1 lygti, gauname
xsinu(u'x+u)+x = xusinu
x*sinu'+xusinu + X = xusinu
x*sinu'= -

Xxsnull'=-1

dx

-
Abi gautosios lygties puses integruojame:

Ismudu— Ix'

sinudu = -

cosu = In|x| +InC

Vieto] u jras Y , gauname diferencialines lygties bendrajj sprendin;:
X

cos? = In[x| +InC.
X
. . e ) ., X y
3) Rasime diferencialirés lygties y'= — + =
2y X

bendraji sprendin;.
Isitikinkime, kad &i lygtis homogeniné:
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dldy) _ Ax Ay
d(Ax) 2(ty) A’
dy_x,y
dx 2y x
Pakeiciame kintamaji u=-L, i& kur y=ux. Tada y'=u'X+U.
X
Istacius keitinius
1 lygti, gauname:
, 1 , dx
Ux+u=—+u=Uu'xX=— = 2udu =—
2u 2u X.
Abi gautos lygties puses integruojame;

dx
2ludu = | —,
fudu=[=
u?=In|x+InC
Vieto] u jras Y , gauname diferencialines lygties bendrajj sprendin;:
X
2

% = In|cx.

3 uzdavinys. Tiesinéslygtys

1) Rasime diferencialines lygties y'—l = x?
X

bendraji sprendin;.
Atliekame pakeitimg y = uv,y'=u'v+uv.
Duotaja lygti pertvarkome :

1 1 uv 2 1 1 V 2
uv+uw'-— =X = u'v+u v-— | = X"
X
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2)

, \Y . . .
Sprendziame lygti V——=0. Ta lygtis su atskiriamais
X

kintamaisiais.
Atskiriame kintamuaosius ir integruojame:

dv _ dx dv dx
—=— = |—=|—=InvV =In(X.

—=—= [ == M =i
Tegu v = X. Tada, jstacius i lygti ir suintegravus, turime

u'x = x> = du = xdx = Idu = dex

X2

IS¢iaa u=—+C.
2

X3
Taigi, y:uv:?+Cx.

Rasime diferencialinés lygties y'+ytgx = cos® x

bendraji sprendin;.

Atliekame pakeitimg y = uv,y'=u'v+uv.

Duotaja lygti pertvarkome :

U'V + UV'+uvtgx = Cos’ X.

u'v+ u(V+vigx) = cos’ X,

SprendZziame lygti V+vtgx=0. Ta lygtis su atskiriamais

kintamaisiais.

Atskiriame kintamuaosius ir integruojame:

g = —tgxdx — g = —ﬂ dx = g = —d(COSX) — J‘% = I—d COSX —
v v COSX v COSX v COSX

= In = In|cosx.

Tegu vV = CcosXx. Tada, istaciusi lygti ir suintegravus, turime
U'COSX = COS* X => U'= cosX = du = cosxdx = Idu = Icosxdx.

IS¢iaa u=9nx+C.
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. . 1.
Taigi, Yy =uv=9n xcosx+cosx:Esm2x+Ccosx.

4 uzdavinys. Bernulio lygtys

1) Rasime diferencialines lygties 2x°y'—4xy = y°
bendraji sprendin;.
Pertvarkome lygti, dalindami abi jos pusesi§ y* # O.

Atliekame pakeitima z = 1; z'= —iz y' ir statome lygti:
y y

—2x7-Axz=1= 7425 = —iz
X 2X

Tal jau tiesing lygtis. Atlikame paketima: z=uv,Z'=u'v+uv' ir
pertvarkome
sprendziamg, lygti:

, , 2 1 , .2V 1
Uv+uw+—w=-—=Uuv+u V+— | =-—.

X 2X X 2X

Sprendziame  lygtj v'+&=O. Tai lygtis su atskiriamais
X

kintamaisiais.
Atskiriame kintamuaosius ir integruojame:

dv 2dx dv dx 1
—=— |—=2|—=Inv=-2In[x = |V| = In—..
Y= -2 [ 2] K g = -2y = | = In-
Imame v = iz . Tada, jstacius i lygt ir suintegravus, turime:

X
izu'z —iz = u'= 1 =du= —de:> Idu = —ljdx.lééia
X 2X 2 2 2

C

u =—1x+C ir 2=uv=—i+—2.
2 2X X
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1 1 22

Taday=—= = :
Y777 _1,C e«
2x X

2) Rasime diferencialines lygties (xy — X2 Jy'= y?

bendraji sprendin;.
Pertvarkome lygti:
2
Xy — X° :y—|:> yz%yx: X°.
y dy

Tai Bernulio lygtis atzvilgiu kintamojo x.
Padaliname abi jos pusesi§ x? # 0.

Y& 1o,
x> dy X
1,11 1
IRy
X Xy 'y

. .. 1 (. N
Atliekame pakeitima z = —;z'= —— X' ir istatome lygti:

X X

oz 1 L Z 1

_Z_—:—2:> Z+—:_—2.
y 'y y y

Ta jau tiesing lygtis. Atlikame paketima: z=uv,Z'=u'v+uv' ir
pertvarkome

sprendziamg, lygti:

. L1 1 . Y, 1
UVHUW+=UW = —— S UV+U V+— [ = -
y y y

Sprendziame  lygtj v'+X:O. Tai lygtis su atskiriamais
y

kintamaisiais.

Atskiriame kintamuaosius ir integruojame:

dv dy dv dy

— == s |— == = InVi =-=InlV.
Vo [ =L = i =il

\"
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1 L .
Imame v = —. Tada, jstacius lygti ir suintegravus, turime:

—u'1 = —i:> du :ﬂj Idu :Iﬂ 15¢ia u =1Inly|+InC
y

2

y y y
1 1
irz=uv=-=Inly—=InC.
y |y| y
raax=to Lo
——Inly—=InC
y |y| y

5 uzdavinys. Pilnyjy diferencialy lygtys

1) Rasime diferencialines lygties

2 _ny2

2—;(dx+ y 43X

y y
bendraji sprendin;.

[sitinkinkime, kad ta yra pilnyjy diferencialy lygtis, ty.,

0 (ij 0 (yz—:%xzj
wyly') oxl y*
Tikrindami gauname:
_bx _ 6x
Yoy
Tuomet kairé duotosios lygties puse yra kurios nors funkcijos
u=u(xy)

pilnasis diferencialas ir

dy=0

— =—. I8 ¢ia, integrugjami, gauname u
ox vy
iSraiska:

u=[Zacraly)="5+oly)
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2)

|eSkome funkcijos u dalinés iSvestings pagal y:
ou_ 3¢ 2 —3x?
W= ply)=Y

> .

ay y y
IS cia ¢'(y):i2 ir, integruojant, ¢(y):—1+C. Tuomet,
y y
2
ux,y)=—-—+C,
(ry) =25

2
0 bendrasis integralas lygus X—3 -—=C.
y

1
y

Rasime diferencialines lygties

. . 2
(stx +xjdx+(y— szxjdy =0
y y

bendraji sprendin;.
Isitinkinkime, kad tai yra pilnyjy diferencialy lygtis,

Ly o(sn2x  |_0 y_sinzx
Y ox y: )

Tikrindami gauname:
sSn2x _ sin2x
- Y2 - Y2
Tuomet kairé¢ duotosios lygties pusc yra kuris nors funkcijos
u=u(x,y)

pilnasis diferencialas ir @:anX

+X. IS ¢ia, integrugjami,
0x y

gauname u iSraiska

sin 2x cos2x  X°
u= dx + | xdx + =- +—+ )
| y [ xax+g(y) oy T2 #(y)
|eSkome funkcijos u dalinés iSvestings pagal y:
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1)

du _ cos2x ( ):coszx sin2x+¢,(y):l—sinzx_sin2x+¢,(y):

o 2y VT Ty 2y 2y
1  sn®x sin?x
= - + &' -\ — .
2y2 y2 ¢ (y) y yz
15¢ia, ¢'(y) = y—i ir, integruojant, ¢(y) = Y +i+c,
2y? 2 2y

2 2
CoS2X X" ¥ . 1 ic o bendrass

Tuomet, u(x,y):— 2y 2 2y

integralas
2 2
lyQus COSZX_X__L_i:Q
2y 2 2 2y

Antrosios eilés paprasciausiyjy diferencialiniy

lygciu sprendimas

Rasme lygties y"=— atskiraji sprendinj, tenkinanti pradines
X

salygas
y)=1y(@)=o.

dx 1
=|ly'dx=|—=-=+C
y=Jy'd=[5=-"+C
Pritaike prading salyga Y' (1) =0, gauname
0=-1+C,=>C, =1.

Taigi, y'= —E +1.
X
Integruodami Sia lygtj su atskirais kintamaisiais, gauname:

dx dx
dv=—-—+d dy =—-|— d =—| C
y X+ x:>jy IX+I X =y n|x|+x+ .
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2)

Pritaike pradine salyga y(l) =1, gauname
1=-In1+1+C,=C, =0.
Tuomet y = —In|x + X

Rasime lygties y''=InXx atskiraji sprendinj, tenkinant; pradines
salygas

y)= . y@)=0

y'= Iy"dx = Iln xdx,
Integruojame dalimis:
y'=xIn x—jxdlnx =xlIn x—fdx =xInx=-x+C,.

Pritaike prading salyga Y' (1) =0, gauname
0=In1-1+C, = C =1.

Taigi, y'=XxInx—x+1.

Integruodami Sia lygtj su atskirais kintamaisiais, gauname:
dy = (xInx - x+1)dx = Idy = len xdx—fxdx+ Idx.

Integrala I xIn xdx integruojame dalimis:
2

lenxdx :%Ilnxd(xz):xgln x—%szdlnx :X?Inx—%x2 +C,.

Toliau integruodami, gauname:
2 2

y=x—lnx—lx2—)(7+x+c:2

Pritaike pradine salyga y(l) = % gauname

1:E|n1_i—1+1+02 =C,=0.
4 2 4

X 1, X
Tuomet Yy =—INX—=X"——+X.
2 4 2
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3) Rasime lygties Xxy'+y'=x+1 atskiraji sprendinj, tenkinantj

pradines
5

salygas y(1) = %, y'(1)= =

Lygtyje néra funkcijos y, todel keiéiame kintamaji pagal lygybe
z=Yy"

Tuomet Z'= y". [stagiusi lygti, gauname:

XZ'+z = x+1.

Ta tiesine lygtis, atliekame paketimg z=uv, zZ'=u'v+uv ir
istatomej lygti:

, 1 1 , LV 1
uv+u'+—uv=—+1=u'v+uy v+— |=—+1.
X X X X

Sprendziame lygti v'+X =0.
X

dv dx dv dx
_—_=- — === = —|n|x|.
y - :>I : ; = I n|x]

1. N
Imame v = — ir statomej lygti:
X

1 1
—uUu==+1 '=1 du=I(1 d du=|(1 d
USHISUS1Exo dy (L+x)dx = [du = [(1+x)dx =

= u=[(1+x)dL+x)=u= (1+2X)2 +C,

2
Tuomet z:uv:M+&.
2X X
2

s da y= LS brivike pradines sulyges y)=2,

2X X 2
gauname;

2

§:ﬂ+clz>cl:} ir y'= (1+x) L1
2 2 2 2X 2X
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4)

Tai lygtis su atskiriamais kintamaisiais:
(1+x)f . dx
=X dx+—.
d 2X 2X

_ledx 1 1dx
Idy-zj?+fdx+zfxdx+zj7
X2
y:In|x|+7+x+Cz.
Pritaike pradine salyga y(l) =—, gauname
Ez In1+1+1+C2 =C,=0.
4 4

2
Tad y:In|x|+X7+x.

Rasime lygties y":l[lﬂnlj atskiraji sprendinj, tenkinanti
X X

pradines
1
silyges y(1) =2,y (1) = e

Lygtyje néra funkcijos y, todel keiéiame kintamaji pagal lygybe
Z=Y'. Tuomet

Z'= y". Istagiusi lygti, gauname:

z':E[1+InEj.
X X

Ta  homogenine  lygtis,  aflikame  paketima U =2,
X

Z=UX, Z=U'X+uU irjstatome
1lygti:
ux+u=u+ulnu=u'x=ulnu.
Tai lygtis su atskiriamais kintamaisiais:
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5)

du _ dx du _ fdx dinu _ cdx
| =
ulnu X

ulnu x Inu X

Imame Inu = xC,,u =€, tada y'= z = ux = xe*“.

Pritaike pradines salygas y' (1) = e, gauname

e=e*=C =1

Tad y'= xe*.

ai lygtis su atskiriamais kintamaisiais:

dy = xe*dx = Idy = Ixexdx > y= Ixexdx.

ISintegruojame dalimis:

y= Ixexdx = xe* —Iexdx = xe* - +C,.

Pritaike pradine salyga y(l) = % gauname
1=e—e+C2 =G, :E.
2 2

Tad y = xe* —¢€" +%.

Rasime lygties

y'=72y°

atskiraji sprendinj, tenkinanti pradines salygas y(2) =1y (2) = 6.
Lygtyje n¢ra  nepriklausomojo  kintamojo X, todel kei¢iame
nezinomaja funkcija pagal

lygybe y = p'. Tuomet y''= p(j—ds. Istacius i lygti, gauname:

p% =72y

dy

Sigje lygtyje atskiriame kintamuosius ir integruojame:
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6)

2 4
pdp = 72y*dy = [ pdp = 72Iy3dy:>% = 72y7+% - p?=36y*+C,.

Pritaike pradines salygas y(2) =1lp= y'(2) =6, randame
konstanta, C, :

36=36+C, =>C =0.

Tad y?=36y".

Atsizvelge, kad yir y' yrateigiamos, gauname: y'= 6y~.

Tuomet:

dy _ .20y _ dy _ _1_
okl ,?—6dx:>f?—6j dx = §—6x+CZ:>

—>y=- :
y 6x+C,

1
Pritaike pradi | 2)=1 gauname 1= - , IS kur
¢ prading salyga ¥(2)=1 ¢ 12+C,

Tuomet y =

13-6x

Rasime lygties 2yy''= 1+ y*? atskirajj sprendini, tenkinantj pradines

salyges y(0)=1y'(0) =1.
Lygtyje n¢ra  nepriklausomojo  kintamojo X, todel kei¢iame
nezinomaja funkcija
pagal lygybe y = p'. Tuomet y''= p(j—ds. Istacius i lygti, gauname:
dp 2
2yp— =1+ p°.
dy

Sigje lygtyje atskiriame kintamuosius ir integruojame:



2p

2ypdp = (1+p)dy:>1+p dp—QDZI%:I%z
df

- jolen). o

o] 2B (@ pitr o) ffpp) [ = nfe )=

=Inly|+InC, =1+ p*=Cyy.

Pritaike pradines salygas y(O) =lLp=Yy (O) =1 randame
konstanta, C, :

1+1=C,=>C =2

Tad y?=2y-1=y'=,/2y-1.

Integruodami gauname

%:2)’ \/—1 I2y1I Izyldi

= /2y-1=x+C,.
Pritaike prading salyga y(O) =1 gauname v2-1=C, = C, =1.

2
Tuomet /2y -1=X+1=2y-1= (X+1)2 N y:w.
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