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1 SKYRIUS

PAPRASCIAUSI MATEMATINIAI
MODELIAI

1.1 PAGRINDINES SAVOKOS

Sprendziant gamtos ir technikos moksly uzdavinius naudojami jviairus mate-
matiniai modeliai. Dazniausiai jie apraSsomi viena arba keliomis lygtimis, sie-
jan¢iomis nepriklausomus kintamuosius, ieSkomaja funkcija ir jos iSvestines.
Tokios lygtys yra vadinamos diferencialinémis lygtimis. Jeigu diferencialinéje
lygtyje yra tik vienas nepriklausomas kintamasis, tai tokia lygti vadiname pa-
prastgja diferencialine lygtimi. PrieSingu atveju diferencialiné lygtis vadinama
daliniy isvestiniy lygtimi. Lygtis vadinama k-osios eilés lygtimi, jeigu i ja jeina
ieSkomos funkcijos k-osios eilés iSvestiné ir nejeina auksStesniy eiliy iSvestineés.
Pavyzdziui lygtis
y/ —_ y2

yra pirmos eilés paprastoji diferencialiné lygtis. Lygtis

y' +3y +y=0
yra antrosios eilés paprastoji diferencialiné lygtis, o lygtis

Vaug + /yuy +vzu, =0

yra pirmos eilés daliniy iSvestiniy lygtis.
Bendruoju atveju k-osios eilés paprastaja diferencialine lygtj galima uzrasyti
taip:
F(xayayla"'ay(k)) = 0; (11)

¢ia F' — zinoma funcija, apibrézta kokioje nors srityje D C R*+2. Tokia lygtis dar
gali priklausyti nuo papildomy kintamujy X, 4, . . . Siuo atveju sakoma, kad iesko-
moji funkcija y priklauso nuo kintamuyjy A, y, ... kaip nuo parametry. Kartais
(L) lygti galima iSspresti auksciausios iSvestinés atZzvilgiu ir uzrasyti pavidalu

y ™ = flz,y, o, y*Y). (1.2)

Tada tokia lygtis vadinama normaligja lygtimi.
Tarkime, f yra tolydi funkcija, apibrézta kokioje nors srityje G C RF*L.
Apibrézimas. Sakysime, funkcija ¢ : {a,b) — R, apibrézta kokiame
nors intervale (a,b), yra (1.2)) lygties sprendinys, jeigu:

1. ¢ yra k karty diferencijuojama intervale (a, b).

2. Tagkas (z, (), ¢ (z),...,0o*V(z)) € G, Vx € (a,b).
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3. W (2) = f(z,0(2), ¢ (2),...,0" (), Vz € (a,b).

Sprendinio apibrézimas bendresnei (1.1) lyg¢iai yra analogiskas.

Pastaba. I8 funkcijos f tolydumo bei sprendinio ¢ apibrézimo isplaukia,
kad isvestiné ¢*) yra tolydi intervale (a, b) funkcija. Be to, sprendinio apibre-
Zimo sritis yra jungioji aibé, t.y. intervalas (a,b).

Tegu (L1) lygtyje funkcija F' yra tiesiné ieSkomos funkcijos ir visy jos is-
vestiniy atzvilgiu. Tada tokia lygtis vadinama tiesine k-osios eilés lygtimi. Ja
galima uzraSyti taip:

y P 4 ar(@)y* Y 4 ag(2)y* P - ap () + ar(x)y = f(z).  (1.3)

Nagrinéjant tiesine k-osios eilés lygti patogu lygiagreciai nagrinéti tiesine ho-
mogenine k-osios eilés lygts

y(k) + al(x)y(k_l) + ag(x)y(k_Q) + -+ ap_1(2)y + ar(z)y = 0. (1.4)

Kai (L.3) arba (1.4) lygtyje koeficientai a;, i = 1,2, ..., n yra pastovus, tai tokios
lygtys yra vadinamos tiesinémis k-osios eilés lygtimis su pastoviais koeficientais

Tarkime, (L.1), (L.2), (L3) ir (L4) lygtyse k = 1. Tada pastarosios lygtys
yra pirmosios eilés paprastosios diferencialinés lygtys ir jas galima uzraSyti taip:

F(z,y,9)=0, ¢ =f(=zy),
Y +p(@)y = f(x), ¥ +pla)y=0.
Paprastyjy diferencialiniy lygéiy teorijoje nagrinéjama ne tik viena lygtis,

bet ir lygéiy sistemos. Pavyzdziui, pirmosios eilés n lygéiy sistema, iSreiksta
iSvestiniy atzvilgiu, galima uzraSyti taip:

yll fl(xvylw"ayn)a

(1.5)

y;’l, fn(xaylw"ayn)'

Tokia sistema vadinama normaline. Atkreipsime démesj j tai, kad tokioje siste-
moje ieskomy funkcijy y1, ..., y, skaic¢ius lygus lygéiy skaic¢iui n. Pazyméje

y =colon(yy,...,yn), f=-colon(fi,...,fn)

pastaraja sistemg galima uZraSyti vektorinéje formoje

y' = f(z.y). (1.6)

P astaba. Daugeliu atveju jvairias aukstesnés eilés sistemas ir lygtis ga-
lima suvesti j pirmos eilés normaligja lygéiy sistema. Pavyzdziui, antros eilés n
lyg¢iy sistema

y' = f(z,y,y'), y=-colon(y,...,yn)
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keitiniu y’ = w, w = colon(wy, ..., w,) galima suvesti j pirmos eilés normaliaja
2n lygciy sistema

y = w.

{w' = f(z,y,w),

Trecios eilés lygti
y" = f@y.yy")

keitiniu ¥’ = u,u’ = v galima suvesti j pirmos eilés normaligja 3 lygéiy sistema

f(x’y7 u’ ,U)’

v =
r_
y_ua
u = .

Tarkime, f yra tolydi funkcija, apibrézta kokioje nors srityje G C R"*1.
Apibrézimas. Sakysime, funkcija ¢ : {(a,b) — R™ yra (L.0) sistemos
sprendinys, jeigu:

1. Ji yra diferencijuojama intervale (a, b).
2. Taskas (z,¢(z)) € G, Vx € (a,b).
3. Teisinga tapatybé ¢'(z) = f(z, p(z)), Yx € (a, b).

Konstruojant kokio nors uzdavinio matematinj modelj visu pirma stebimi jj
aprasantys dydziai. Tokie dydziai gali buti temperatura, greitis, slégis ir t.t.
Po to atliekami jvairus bandymai. Remiantis atliktais bandymais yra atmetami
neesminiai faktoriai, kurie maZzai jtakoja nagrinéjamos sistemos buseng. Apiben-
drinant esminius faktorius, veikian¢ius sistema, formuluojama viena arba kelios
hipotezés (fundamentalus gamtos désniai). Jy pagalba parodoma, kad aprasan-
tys tam tikra procesa dydziai turi tenkinti viena ar kelias lygtis. Sios lygtys
dazniausiai yra diferencialinés. Surade 8iy lygéiy sprendinius, iSskiriame i$ juy
tuos, kurie tenkina tam tikras papildomas salygas. Paprastai 8itos salygos yra
apibréziamos srities, kurioje ieSkomas sprendinys, krastiniuose taskuose. Todél
jos yra vadinamos krastinémis sglygomis, o nagrinéjami uzdaviniai — krasti-
nais uwidaviniais. Pavyzdziui, uzdavinys, kai reikia rasti funkcija u, kuri srityje
Q C R? tenkinty lygtj

Upy + Uyy = 0,

o konturo [ = 01} taskuose krastine salyga

ul, = ¢(@,y),

yra kraStinis uzdavinys. Tuo atveju, kai kuris nors vienas i kintamuyjy, pa-
vyzdziui, laikas, yra isskiriamas i$ kity, ji atitinkancios salygos yra vadinamos
pradinémis arba Kosi sglygomis. Uzdavinys tik su pradinémis salygomis yra
vadinamas pradiniu arba Ko$i uZdaviniu. Pavyzdziui, uzdavinys, kai ieSkoma
fuunkcija u, kuri pusplokstuméje {(¢,z) : ¢ > 0} tenkinty lygtj

Ut — Q2 Ugy = 0, a = const
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o tieséje t = 0 pradines salygas

u|t=0 = ¢(z), ut|t=0 =1(z), z€ R!

yra pradinis (Ko$i) uzdavinys. Jeigu uzdavinyje, be pradiniy salygy, yra ir kitos
krastinés salygos, tai toks uzdavinys vadinamas misrivoju uZdaviniu. Pavyz-
dziui, uzdavinys, kai ieskoma funkcija wu, kuri juostoje {(¢,z) : t > 0,2 € (0,1)}
tenkinty lygtj

Up — a2um =0, a = const,

intervalo (0,1) krastiniuose taskuose salygas
“’1:0:0’ u‘ =0,
o segmente z € [0,] pradine salyga
u|t:0 = ¢(x)
yra misrusis uzdavinys.
Norint jsitikinti ar sukonstruotas matematinis modelis yra geras reikia rastus

sprendinius palyginti su eksperimenty rezultatais. Jeigu skirtumas yra didelis,
tai matematinis modelis yra blogas ir jj reikia arba atmesti, arba modifikuoti.
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1.2 FUNDAMENTALIY GAMTOS DESNIY TAIKYMAS

Vienas i§ dazniausiai naudojamy matematiniy modeliy konstravimo metody
yra fundamentaliy gamtos désniy taikymas konkreéiu atveju. Pateiksime kelis
pavyzdzius.

1. Energijos tvermés désnis. Rasime kulkos, iSSautos i$ re-
volverio, greitj. Tuo atveju, kai eksperimentatorius neturi Siuolaikinés labo-
ratorijos, galima pasinaudoti salyginai paprastu prietaisu — §vytuokle. Tegu
kunas, masés M, yra pakabintas ant standaus lengvo strypo, kuris gali laisvai
suktis (zr. [I.1 pav.) ir pradiniu laiko momentu nejuda.

1.1 pav.

Kulka masés m, jstrigusi kune, perduoda jam savo kinetine energija. Pagal
energijos tvermeés désnj
mv? (M +m)

5 = 5 VZ(a) + (M +m)gl(1 — cos a);

¢ia v — kulkos greitis, V («) — sistemos "kunas-+kulka" greitis, g — laisvojo kritimo
pagreitis, [ — strypo ilgis, a — strypo nuokrypio kampas. Tegu a* yra maksimalus
strypo nuokrypio kampas nuo pradinés padéties. Tada greitis V (a*) = 0 ir $iuo
momentu sistemos "kuno + kulkos" kinetiné energija pereina j potencine. Taigi

mv2

- = (M 4+ m)gl(1 — cosa™). (1.7)

I8 ¢ia randame kulkos greitj

. \/Q(M +m)gl(1l — cosa*).

Si formulé yra pakankamai tiksli, jeigu energijos nuostolis dél §ilumos iSsiskyrimo
bei energijos nuostolis dél oro pasiprie$inimo yra mazas. PrieSingu atveju (1.7)
formulés taikyti negalima. FEnergijos tvermés désnis teigia, kad nekinta pilna
sistemos energija, o ne mechaniné energija.

2. Masés tvermés désnis. Nagrinésime radioaktyvios medziagos
skilimo procesa. Tarkime "mazas" radioaktyvios medziagos (pavyzdziui, urano)
kiekis yra patalpintas "dideliame" kiekyje kitos medziagos (pavyzdZiui, §vino).
Sakydami zodj "mazas", turime omenyje tai, kad visi skilimo produktai, ne-
susidurdami su kitais atomais, laisvai palieka uzimama sritj, o sakydami zodj
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"didelis" turime omenyje tai, kad visi skilimo produktai absorbuojasi radioak-
tyvia medZziaga supancioje srityje. Tegu m(t) ir M(t) yra atitinkamai radioak-
tyvios, ir ja supancios medziagos masé laiko momentu ¢. Tada pagal masés
tvermés désnj

m(0) + M(0) = m(t) + M(¢).

Radioaktyvios medziagos skilimo greitj charakterizuoja suskilusiy atomy skai-
¢ius per laiko vieneta. Eksperimentai rodo, kad Sis skai¢ius yra tiesiog pro-
porcingas bendram radioaktyvios medziagos atomy skai¢iui tuo laiko momentu.
Kadangi radioaktyvios medziagos masé yra tiesiog proporcinga jos atomy skai-
¢iui, tai radioaktyvios medziagos maseés kitimo greitis yra tiesiog proporcingas
jos masei tuo laiko momentu, t.y.

m'(t) = —km(t), k> 0.

Proporcingumo koeficientas k kiekvienai konkreéiai radioaktyviai medziagai nu-
statomas eksperimento pagalba. IS pastarosios formulés matome, kad radioak-
tyvios medziagos masé tenkina pirmos eilés tiesine homogenine lygtj. Tiesiogiai
galima patikrinti, kad funkcija

m(t) = m(0)e M.

yra Sios lygties sprendinys. Be to, kai t — +o00, radioaktyvios medziagos masé
nyksta eksponentiskai ir artéja prie nulio. Kadangi bendra medZziagos masé
nekinta, tai

M(t) = M(0) + m(0)(1 — e™*).

Be to, kai t — +oo, M(t) — M(0) + m(0) ir visa radioaktyvioji medziaga
pereina j ja supanciag medziaga.

3. Impulso tvermeés désnis. Sis désnis teigia, kad pilnas sis-
temos impulsas nekinta, jeigu sistemos neveikia iSorinés jégos. Gyvenime su
Siuo principu susiduriama gana daznai. Pavyzdziui, jeigu stovincioje valtyje
Zmogus zengia zingsnj j kuria nors puse, tai valtis pasislenka j prieSinga puse.
Sio principo pagrindu veikia jvairus technikos prietaisai. ISnagrinésime tiesiaei-
gio raketos judéjimo matematinj modelj, kai jos neveikia oro pasiprieSinimo bei
gravitacijos jégos. Tegu u yra iSmetamo sudegusio raketos kuro greitis (Siuolai-
kiniam kurui 8is greitis kinta nuo 3 iki 5 km/s) raketos korpuso atzvilgiu, o v(t)
— raketos greitis laiko momentu ¢ Zemeés atzvilgiu. Laikotarpiu At dalis kuro
sudega ir raketos masé m(t) sumazéja dydziu Am = m(t + At) —m(t). Kadangi
pilnas sistemos impulsas nekinta, tai

m(t)v(t) = m(t + At)v(t + At) —vi (t + At)Am;

a v1(t + At) degimo produkty iSmetimo greitis Zemés atzvilgiu, o Am < 0.
Pastaraja lygybe patogu perraSyti taip:
m(t 4+ At)v(t + At) —m(t)v(t)  m(t+ At) —m(t)

Al = At U1 (t + At)
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Artindami ¢ia At — 0, gausime diferencialine lygtj
(m(t)v(t))/ =m/(thi(t) <= mt)' () =m'(t)(vi(t) — v(t)).

Taciau v1 (t) —v(t) = —u, t.y. degimo produkty greitis atzvilgiu raketos korpuso.
Todél pastaraja lygti galime perrasSyti taip:

do(t)  dm(t) do(t) dlnm(t)
D% = T Ta T a

Integruodami abi pastarosios lygties puses randame

v(t) :U(O)—Fuln(@). (1.8)

m(t)

Jeigu v(0) = 0, tai maksimalus raketos greitis pasiekiamas, kai kuras pilnai
sudega ir lygus
m(0) )

Umax = uln(
My + M

¢ia m, — masé objekto, kurj reikia igkelti j orbita (pavyzdziui, palydovo masé),
o ms — strukturiné raketos konstrukcijos masé. Imdami m., = 0, m(0)/m, = 10,
u = 3km/s gauname, kad maksimalus raketos greitis

Upmaz = 1010 =~ 6.9km/s < 7.

I8 sios formulés matome, kad netgi idealiu atveju, kai gravitacijos jégos lygios
nuliui, néra oro pasiprie§inimo bei raketos naudinga masé (pavyzdziui, paly-
dovo) lygi nuliui, maksimalus raketos greitis yra maZzesnis uz pirmajj kosminj
greitj v & 7.91km/s. Dél Sios priezasties kosmonautikoje buvo pradétos naudoti
daugiapakopés raketos.

Konkretumo délei nagrinékime raketa su trimis pakopomis. Jos pradiné masé

mo = My + my1 + mo + ms;
¢ia my, k = 1,2,3 yra k-osios pakopos bendra masé. Be to, tegu mj,k =1,2,3
yra k-osios pakopos kuro mase ir skai¢ius A = (my—m})/ms bel i8metamo sude-
gusio kuro greitis v yra vienodas visoms trims pakopoms. Tarkime, momentu
t1 yra sudegintas visas pirmosios pakopos kuras. Tada raketos masé lygi

m(ty) = my + (m1 —mi) + ma + ms.

Remiantis (1.8) formule laiko momentu ¢; raketa pasiekia greitj

v = UIn<ngt01)>'

Siuo momentu strukturiné pirmosios pakopos masé m; —mj atmetama ir jsijun-
gia antroji pakopa. Raketos masé Siuo momentu lygi m. + mo + mg3. Tarkime,
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laiko momentu ts yra sudeginamas visas antrosios pakopos kuras. Remiantis
(L.8)) formule raketos greitis momentu ts lygus

m*+m2+m3 )

Vg =V +uln(
S my + (mg —m3) +ms

Analogiskai samprotaudami gauname, kad sudegus tre¢iosios pakopos kurui
raketa pasiekia greitj

My + M3
v3 = vy +uln — .
o+ (ms — m3)
Pazymeékime
mo My + Mo + M3 My + M3
Q] = 9 Qo = ) a3 = .
My + Mo + M3 My + M3 My
Tada

() (o) ()
vs = uln .
s 1+ Mg — 1)/ \1+ Aoy — 1)/ \1 + Aas — 1)
Reiskinys desinéje gautos lygybés puséje yra simetrinis dydziy ag, asg, ag atzvil-
giu. Galima jrodyti, kad didZziausia reikSme jis jgyja, kai oy = a2 = az = .
Siuo atveju

1-A

vz = 3u ln(ﬁ)

Be to, sandauga
mg 3
=a”.

Qo3 =

Pastaba. Pastargsias formules galima apibendrinti bet kokiam baig-
tiniam raketos pakopy skaic¢iui. Tiksliau galima jrodyti, kad k pakopy raketa
gali pasiekti greitj

« 1—A
w=kun(5eog) < 0wy
o santykis
0
m0) _ oy = o,
s

Tegu A = 0.1 Pareikalave, kad dviejy pakopy raketa pasiekty greitj vo =
10.5km/s gausime, kad m(0)/m, = 149. Taigi norint dviejy pakopy raketai
pakelti j orbita vienos tonos krovinj reikia apytiksliai 149 tony kurol. Trijy
pakopuy raketa pasieks greitj vs = 10.5km/s, kai m(0)/m, = 77. Taigi trijy
pakopu raketai iskelti j orbita vieng tona krovinio reikia beveik du kartus maziau
kuro negu dvieju pakopy raketai. Galima parodyti, kad keturiy pakopy rake-
tos atveju, lyginant su trijy pakopy raketos atveju, kuro sanaudos sumazéja

nezymiai.

ILaikome, kad didziaja dalj raketos masés sudaro kiiro masé.
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4. Archimedo désnis. Tarkime, povandeninis laivas plaukia pas-
toviu grei¢iu v gylyje h. Laiko momentu ¢ = 0 gautas jsakymas iskilti ] pavirsiy.
Reikia rasti povandeninio laivo ikilimo j vandenino pavirSiy trajektorija.

Tarkime, laikas, per kurj i$ laivo talpy yra iSstumiamas vanduo ir j jas
ipudiamas, oras yra mazas. Tada pagal Archimedo désnj laiko momentu ¢t = 0
laivas netenka vandens svorio

Pl = plv.gv

bet jgyja oro svorj
Py = paVy;

Cia p; — vandens tankis, pa — oro tankis iSstumus vandenj, V' — vandens talpos
turis, g — laisvojo kritimo pagreitis. Suminé jéga P; — P5 yra keliamoji jéga ir
suteikia laivui pagreitj a.

Iveskime ortogonalia koordinaciy sistemg Oxy taip, kaip pavaizduota [1.2
paveikslélyje ir tarkime, kad povandeninio laivo iSkilimo j vandenyno pavirsiy
trajektorija galima apibrézti lygtimi y = y(z), = € [0,1].

1.2 pav.
Pagal antrajj Niutono désnj (nepaisome vandens pasipriesinimo jégos)

d2

Y
ma=F—-P <= 102‘/@ =gV (p1 — p2)-
Be to, = asies kryptimi laivas plaukia pastoviu grei¢iu
dx
v=—.
dt

Suintegrave $ias lygtis randame

P1 — P2 2
t) = t*, x(t) = vt.
y(t) =g 2o (t)

Eliminave i 8iy lygéiy parametra ¢ gauname, kad laivo j vandenyno pavirsiy
i8kilimo trajektorija yra parabolé

y= gPl — P2 22
20002 7
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Laikas T, per kurj laivas pasiekia vandenyno pavirgiy, randamas i$ lygties
gpl — P2 T2 = h,
2p2

o atstumas, kuri ji nuplaukia x a8ies kryptimi, lygus

=T = v<2p2h))1/2.

Q(Pl — P2

Antrasis Niutono désnis. Nagrinésime rutuliukg masés m, ku-
ris yra pritvirtintas prie spyruoklés (zr. [1.3 pav.).

W
UVVVO\/\/VVKJ x

1.3 pav.

I8vede rutuliuks i§ pusiausvyros padéties taske, kuri yra taske x = 0, suteiki-
ame jam pradinj nuokrypj xg ir pradinj greit] vg. Tegu x = z(¢) yra rutuliuko
nuokrypis nuo pusiausvyros padéties laiko momentu t. Tada laiko momentu
t = 0 yra Zinomas rutuliuko pradinis nuokrypis x(0) = z( ir pradinis greitis
z'(0) = vg. Be to, tegu a = a(t) yra rutuliuko pagreitis laiko momentu ¢. Na-
grinédami §j procesa laikysime, kad tiesé, kuria svyruoja rutuliukas, yra ideali
(t.y. rutuliuko svyravimas vyksta be trinties), oro pasipriesinimo jéga lygi nuliui
ir sunkio jéga yra statmena judéjimo krypciai. Tada vienintelé jéga, veikianti
rutuliuka, yra spyruoklés stangrumo jéga F. Pagal antrajj Niutono désnj

Pz

F= =m—.
ma mdt2

Taciau spyruokle veikianti jéga (Huko désnis) yra proporcinga spyruoklés ilgio
poky¢iui, t.y.
F=—kz.

Taigi funkcija x, apibrézianti spyruoklés svyravima, turi tenkinti antros eilés
diferencialine lygtj

— = = —kx, t>0. (1.9)

Lengvai galima jsitikinti, kad funkcija

. k
T = cysinwt + cagcoswt, w=1/—
m

yra Sios lygties sprendinys. Laisvas konstantas c; ir co randame i3 salygy

x(0) = zg, 2'(0) = wo.
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Pastaba. Matematinis modelis iSvestas remiantis vienais gamtos dés-
niais neturi prieStarauti kitiems gamtos désniams. Be to, vieng ir tg patj modelj
galima sudaryti remiantis skirtingais gamtos désniais. Pavyzdziui, ka tik iSvesta
rutuliuko svyravimo matematinj modelj galima apibrézti naudojant ne antrajj
Niutono désnj, o energijos tvermés désnj. IS tikryjy, kadangi spyruoklé yra
pritvirtinta prie rutuliuko ir sienelés, be to rutuliuko svyravimas vyksta be trin-
ties, oro pasiprieSinimo jéga lygi nuliui ir sunkio jéga yra statmena judéjimo
krypciai, tai sistemos "spyruoklé-rutuliukas" mechaniné energija yra pastovi,
t.y.

E =T+ P = const;

¢ia kinetiné energija
2 1 sdxN\2
romt L, ()
2 2 dt

o potenciné energija

P:—/FdSZ/ksds:%ka.
0 0

Taigi suminé energija

1 sdxN2 1,
E7T+P—§m<ﬁ) + —kx*.

Jos iSvestine

iE dj@ dx_dm( 2z
ar” = " a ar

I8 sios formulés matome, kad funkcija = turi tenkinti ta pacia lygti

d*z
m—s +kx=0, t>0.
dt?
Jeigu spyruokle veikia iSoriné jéga F'(x',x,t), priklausanti nuo laiko, jo pa-
déties ir nuo greicio, tai vietoje (1.9) lygties gauname lygtj

A2z

Tuo atveju, kai jéga F' yra pastovi, t.y. F(z/,xz,t) = Fy = const, tal padare
keitinj & = x — Fy/k gausime lygt]
2~

d°x -

Siuo atveju matome, kad pastovi jéga rutuliuko svyravimo i$ esmés nekeicia.
Tik jos koordinaté pasislenka dydziu Fy/k. Sudétingesnis atvejis gaunamas, kai
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spyruokle veikianti jéga F' priklauso nuo laiko t. Pavyzdziui, tegu F(2', x,t) =
Fysinwt. Tada pastarosios lygties sprendinys

x = c1 sinwt 4+ ¢y coswt + sinwt, kal w # @.

0

m(w? — @?)
I8 Sios formulés matome, kad sprendinyje ne tik atsiranda papildomas narys su
amplitude @, bet ir rezonansas, t.y. sprendinio svyravimo amplitudé neapréztai
auga, kai & — w. Dar sudétingesnj modelj gausime, jeigu rutuliuks veikia
trinties jéga, atsirandanti dél aplinkos, kurioje juda rutuliukas, pasipriesinimo.
Siuo atveju jéga F' priklauso nuo rutuliuko judéjimo greicio. Si priklausomybé
apibréziama formule F(2',z,t) = —ux’. Cia koeficientas 1 > 0 priklauso nuo
rutuliuko skerspiuvio statmeno grei¢iui ploto, aplinkos tankio bei jos klampumo.
Rutuliuko svyravimas tokioje aplinkoje apibréziamas lygtimi

d’*x dx

Padare keitinj
x(t) = 2(t)e®, a=—u/2m

gausime lygtj
d?*z - 2
mﬁ:—kll', klzk—i

4m
Si lygtis i8 esmeés skiriasi nuo (1.9) lygties tuo, kad koeficiento k; prie ieSkomos
funkcijos Zenklas priklauso nuo parametry k, p ir m reikSmiy. Jeigu aplinkos
klampumas néra didelis, t.y. kai k1 = k — p?/(4m) > 0, rutuliuko svyravima
galima (7r. [3.2] skyrelj) apibrézti formule

[k
z(t) = #(t)e™ = (cy sinwt + ¢y coswt)e /2™y = [2E
m

Siuo atveju svyravimo daznis yra w ir didéjant laikui svyravimai gesta. Jeigu
k1 = 0, tai rutuliuko judéjimg galima apibrézti formule

.’Il‘(t) = (Clt + Cg)e_t#/2m.

Siuo atveju dél didelies trinties svyravimy néra. Tegu k; < 0. Siuo atveju
trinties jégos yra tiek didelés, kad rutuliukas tiesiog jstringa ji supancioje aplin-
koje. Galima jrodyti, kad rutuliukas nepereina per taska x = 0 ir tik artéja prie
jo, kai t — 4o0.
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1.3 VARIACINIO SKAICIAVIMO ELEMENTAI

Vienas i§ pirmuyjy variacinio skai¢iavimo uzdaviniy yra 1696 m. J. Bernulio
suformuluotas uzdavinys apie brachistochrone:

luzdavinys. Vertikalioje plokStumoje Oxy yra du taskai, nesantys
vienoje vertikalioje tieséje. Tegu x1,y1 ir T2, y2 yra 8iy tasky koordinatés. IS
tasko (x1,y1) i taska (z2,y2) kreive [ be trinties juda materialus taskas. Pradiniu
laiko momentu jo greitis v lygus nuliui. Aibéje tokiy kreiviy reikia rasti ta, kuria
judédamas materialus taskas pasiekty taska (x2,y2) per trumpiausia laika. Ies-
komoji kreivé | yra vadinama brachistochrone.

Tarkime, koordinaciy asSys x,y parinktos taip, kaip nurodyta [1.4] paveikslé-
lyje,
L1 T2

xT

Yy
1.4 pav
o kreivé [ apibrézta lygtimi
y=y(x), z € [z1, 22]. (1.11)
Tada
y(@1) =1, yla2) = 1o (1.12)
Pagal energijos tvermés désnj
mv?
—5— =mg(y —y1);

¢ia: m — judancio tasko masé, g — laisvojo kritimo pagreitis. Kadangi

dl Sda
= — = 1 /e
v o Ty

tal
Vv1+ y’2
29(y —y1)

Suintegrave 8ig lygybe nuo x; iki x5, gausime

A
J V29(y — 1)

¢la T — laikas, kurj sugaiSta materialus taskas, judédamas kreive [ i§ tasko
(z1,y1) 1 taska (x2,y2). Taigi nagrinéjamas uzdavinys susiveda j tokj variacinj

dt = dx.

Z2

T=1(y) dx; (1.13)
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uzdavinj. Tegu y : (a,b) — R! yra diferencijuojama argumento z funkcija, tenk-
inanti (L.12)) salyga. Aibéje tokiy funkeijy reikia rasti ta, kuriai (I.13)) integralas
igyja maziausia reikSme.

2uzdavinys. Tegu v = v(z,y, z) yra Sviesos sklidimo nehomogeniné-
je medziagoje greitis. Rasti $viesos sklidimo trajektorija [, jungiancia taskus
(z1,y1,21) ir (T2, Y2, 22).

Tarkime, Sviesos sklidimo trajektorija yra apibréziama lygtimis:

y=y(z), z=z(x), x€&lr,x]. (1.14)

Tada
y(@1) =y1, ylxz) =y2, z2(x1) =21, z2(x2) = 2. (1.15)

dl 5 dx
= — = 1 / re
v = VityT et

tai Sviesos spindulys, iSeinantis i§ tasko (x1,y1, 21), pasieks taska
(w2, 92, 22) per laiky

Kadangi

(1.16)

. /\/14—?/24—2’2

B \v(z,y,2)

Pagal Ferma désnj Sviesa sklinda ta trajektorija, kuria judant laikas T yra mi-
nimalus. Todél nagrinéjamas uzdavinys susiveda j tokj variacinj uzdavinj. Tegu
Y,z : (v1,12) — R! yra diferencijuojamos argumento x funkcijos, tenkinancios
(I.15) salygas. Tokiy funkcijy aibéje reikia rasti tas, kurioms (1.16) integralas
igyja maziausia reikSme.

3uzdavinys. Tegul yra uzdaras konturas erdvéje R3, o S — pavirsius,
uztemptas ant konturo [. Tokiy pavirSiy aibéje reikia rasti ta, kurio plotas yra
maziausias.

Tarkime, ortogonalioje koordinaciy sistemoje Ozyz pavirSius S apibrézia-
mas lygtimi z = u(z,y), z,y € Q, 9Q — konturo [ projekcija i plokstuma Ozy
(zr. [I.5 pav.).

1.5 pav.
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Tada pavirSiaus S plotas

IS| = I(z) = /\/1 +u2 +u dzrdy. (1.17)

Q

Jeigu taskas (z,y) € 09, tai taskas (z,y,u(r,y)) € . Tai reiskia, kad funkcija
u(z,y) taskuose (x,y) € 0N jgyja Zinoma reikdme. Sia salyga galima uZrasyti
taip:

u’aﬂ = p(z,y); (1.18)

¢la ¢ — zinoma funkcija. Taigi gavome tokj variacinj uzdavinj.

Tegu z = u(x,y) yra diferencijuojama srityje Q funkcija, tenkinanti (1.18)
salyga. Tokiy funkcijy aibéje reikia rasti ta, kuriai (1.17)) integralas jgyja maZi-
ausig reikSme.

4uzdavinys. PlokSstumoje Ozy yra du taskai, sujungti atkarpa ir
kreive [, kurios ilgis a. Tokiy kreiviy aibéje reikia rasti ta, kuri kartu su atkarpa
apriboja didziausio ploto figura.

Tarkime, kad tie taskai yra x aSyje ir turi koordinates (z1,0), (x2,0), o kreive
[ galima apibrézti lygtimi y = y(z), x € [x1,x2]. Tada

y(z1) =0, y(xa) =0. (1.19)

Figuros, apribotos kreive [ ir atkarpa [z1, z2], plotas lygus

T2

15| = I(y) = /ydw. (1.20)

1

Kreivés [ ilgis
Z2
I = G(y) = / \1+y?da. (1.21)
1

Taigi gavome tokj variacinj uzdavinj.

Tegu y : (z1,72) — R, yra diferencijuojama argumento x funkcija, tenki-
nanti (L.19) salyga. Tokiy funkcijy aibéje reikia rasti ta, kuriai (L.20) integralas
igyja maziausig reiksme, o (1.21)) integralas jgyja reiksme a.

Visuose $iuose uzdaviniuose ieskome funkcijos (arba keliy funkcijy), kuri
tenkina tam tikras papildomas salygas ir suteikia nagrinéjamam integralui eks-
tremalia, t.y. minimalig arba maksimalig, reikSme. Tiesa, 4 uzdavinyje iesko-
moji funkcija kartu su (L.19) turi tenkinti dar ir (I.21) salyga, kuri yra visai
kitokio pobudzio. Apibendrindami Siuos uzdavinius sakysime, kad pagrindinis
variacinio skaiciavimo uZdavinys yra rasti tokia funkcija, kuriai nagrinéjamas
funkcionalas jgyja ekstremalig reiksme. Sis uzdavinys yra analogiskas elemen-
tariems analizés uzdaviniams, kai yra ieSkomi vienos arba keliy kintamyjy funk-
cijos ekstremumo taskai. Vieno kintamojo diferencijuojamos funkcijos f atveju
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salyga f’(xz) = 0 yra butina lokalaus ekstremumo egzistavimo salyga. Na-
grinéjamu atveju taip pat yra iSvedama butina ekstremumo egzistavimo sa-
lyga. Dazniausiai tai yra paprastoji arba daliniy iSvestiniy lygtis. Ja turi ten-
kinti ieSkomoji funkcija, jeigu tik ji egzistuoja. I8vedant buting ekstremumo
egzistavimo salyga, naudojami keli teiginiai. Jie yra vadinami pagrindinémis
variacinio skai¢iavimo lemomis.

1.1 lema. Tegu f yra tolydi segmente [a,b] funkcija ir’

b
/f(x)n(x) de =0, ¥neCi(a,b).

Tada f(x) =0, Yz € [a,b].

< Tarkime prieSingai, kad lemos salygos yra patenkintos, taciau funkcija
f(z) £ 0. Tada egzistuoja taskas zg € [a,b] : f(xo) # 0. Tegu f(xo) > 0.
Kadangi funkcija f yra tolydi, tai egzistuoja tasko xg aplinka (xg — €, z¢ + €)
tokia, kad f(xz) > 0, Vo € (z¢ — €,29 + €). Jeigu taskas zog yra segmento
[a,b] krastinis taskas, pavyzdziui, zp = b, tai reikia imti vienpuse $io tasko
aplinka. Aibéje C3°(a,b) imkime kokia nors funkcija 7, kuri yra teigiama Va €
(xo —e,x0 + ¢€) ir lygi nuliui, kai = € [a,b] \ [0 —€,x0 + ¢]. Tada

T+e

b
0= / F@yn(e) de = / F@yn(e) e > 0.

Gauta priestara jrodo, kad padaryta prielaida yra neteisinga. Taigi f(z) =
0, Vz € [a,b]. Atvejis, kai f(zg) < 0, nagrinéjamas analogiskai. >

Toks pats teiginys yra teisingas dvilypiy, trilypiy ir apskritai n-lypiy integ-
raly atveju.

1.2 lema. Tegu Q yra aprésta erdvéje R™ sritis, f € C(Q) ir

/f(x)n(gc) dx =0, VYneCi Q).

Tada f(x) =0, Vo € Q.

Pastaba. Sios lemos jrodymas yra analogiskas [1.1 lemos jrodymui. Be
to, [1.2] lema iSlieka teisinga ir tuo atveju, jeigu joje sritj €2 pakeisime glodziu
n-maciu pavir§iumi S.

ITolydziy funkcijy intervale (a,b) aibe Zymésime C(a,b). Aibe funkcijy, kurios intervale
(a,b) turi tolydzias iSvestines iki k-tos eilés imtinai, zymésime CK(a,b). Jeigu, be to jos
intervale (a, b) yra fini¢ios, tai tokia aibe Zymésime Cg(a7 b) . Kai k = co aibé C§°(a,b) yra be
galo diferencijuojamy fini¢iy intervale (a,b) funkcijy aibé.
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1.3 lema. Tegu f yra tolydi segmente [a,b] funkcija ir

b
/ J(@)' (x)de =0, ¥ € CYa,b),n(a) = n(b) = 0.

Tada funkcija f yra konstanta.

< Pazymékime

Tada

Tegu

(1.22)

Akivaizdu, kad taip apibrézta funkcija 7 tenkina lemos salygas, o jos iSvestiné

n'(x) = f(z) — C. Todél

[u@ - @ =o

a

(1.23)

Padaugine (1.22)) lygybe i§ —C' ir pridéje prie (1.23), rezultaty uzraSysime taip:

/(f(:r) —0)*dr = 0.

a
Tadiau 8i lygybé yra galima tik tuo atveju, kai f(x) = C, V& € [a,b]. >
1.4 lema. Tegu f ir g yra tolydzios segmente [a,b] funkcijos ir

b
/ (g(@)n(@) + f@)r (@) dz =0, Ve CHa,b),n(a) = n(b) = 0.

Tada f € C(a,b) ir f'(x) = g(z), Yz € [a,b].

< Tegu
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Tada

ir (L.24) tapatybe galime perrasyti taip:
b
(@)~ wi @) de =0, v e CHab)n(a) = n(s) <o

a

Funkcija f — w tenkina [1.3] lemos salygas. Todél ji yra konstanta, t.y.

x

@) = /g(t) dt + C.

a

Akivaizdu, kad taip apibrézta funkcija yra tolydi ir turi tolydZzia iSvestine f' = g.
>

Tegu 2 C R?, F € C(Q x R); [ — glodi kreive, gulinti srityje  ir jungianti
du taskus. Tarkime, kreive [ galima apibrézti lygtimi y = y(z), z € [a,b] ir
y(a) = a,y(b) = B. Tada Vz € [a,b] taskas (z,y(x)) € . Aibe diferencijuojamy
funkcijy, tenkinané¢iy Sias salygas, pazymékime raide 9.

Apibrézkime integrala,

b
I(y) = /F(x,y7y’) dr, yeMm. (1.25)

a
Tada pagrindinis variacinio skai¢iavimo uzdavinys formuluojamas taip: rasti
funkcija y € 9 tokia, kad integralas I jgyty ekstremalia, t.y. minimalia arba

maksimalia, reikSme. Cia yra kalbama apie absoliutyjs ekstremuma, t.y. ieSkoma
funkcija turi buti tokia, kad

I(y) <1(y), VjeMm

arba
I(y) > I(g), VyeMm.

Norint apibrézti lokalaus ekstremumo savoka, reikia apibrézti funkcijos (kreiveés)
aplinkos savoka.

Tegu € > 0 yra fiksuotas skaidius ir y € 9. Funkcijos y nulinés eilés (arba
stipriaja) e aplinka vadinsime aibe

Mo = {y € M= max [(z) —y(@)] < e}

z€la,
Funkcijos y pirmosios eilés (arba silpnaja) ¢ aplinka vadinsime aibe

M ={yem: Jnax, [9(x) — y(x)| + Jnax, 7' (x) —y'(x)| < e}
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Apibrézimas. Sakysime, funkcija y € 9 suteikia funkcionalui I
stiprygi (silpngji) lokaly ekstremuma, jeigu kokioje nors stipriojoje € aplinko-
je My (silpnojoje € aplinkoje M)

I(y) <I(y), VyeMy (Vye)

arba
Iy) = I(y), VyeMo (YyeM).

Jeigu kokia nors funkcija y suteikia funkcionalui I absoliutyjj ekstremu-
ma, tal ji suteikia ir stipryjj lokaly ekstremuma, tuo labiau ir silpngjj lokaly
ekstremuma. Todeél, jeigu kokia nors salyga yra butina tam, kad funkcija y
suteikty funkcionalui I silpnajj lokaly ekstremuma, tai §i salyga yra butina ir
tam, kad funkcija y suteikty funkcionalui I stipryjj lokaly ekstremuma, tuo
labiau ir absoliutyji ekstremuma. Taigi iSvedant buting ekstremumo salyga
reikia i8nagrinéti silpnojo lokalaus ekstremumo atvejj.

Toliau vietoje naturalios tolydumo salygos reikalausime, kad funkcija F
turéty tolydzias dalines iSvestines iki antrosios eilés imtinai pagal visus savo ar-
gumentus. Atkreipsime démesj j tai, kad, jrodant kai kuriuos teiginius, pakanka
reikalauti tik pirmuyjy iSvestiniy tolydumo.

Tarkime, funkcija y € 9t suteikia (1.25) funkcionalui silpnajj lokaly ekstre-
muma, o funkcija n € C}(a,b). Funkcija y + en priklauso kokiai nors silpnai
funkcijos y aplinkai, jeigu skai¢iaus € modulis yra pakankamai mazas. Todél
tokioms ¢ reikSméms yra teisinga viena iS nelygybiy

Iy) <I(y+en) arba I(y) > I(y+en).
Tegu ®(g) = I(y + en). Pagal apibrézima

b
@'(0) =g§%w = /[Fy(x,yvy')n(fc)+Fy'(%y,y')n’(l‘) dz.

Taskas £ = 0 yra funkcijos ® lokalaus ekstremumo taskas. Todél @'(0) = 0. Sig
salyga galima perraSyti taip:
b

/[Fy(ﬂf,yw’)n(x) + Fy’(%yw’)n’(m“)} dz =0, VneCglab).  (1.26)
a
Taigi funkcija y turi tenkinti (1.20)) integraline tapatybe.

Atvirkstinis teiginys yra neteisingas. Jeigu funkcija y € 9 tenkina (1.26])
integraline tapatybe, tai nebutinai ji suteikia integralui I silpnajj lokaly ekstre-
muma. Siuo atveju sakysime, kad integralas I igyja stacionarigjg reikSme, o
funkcija y yra stacionarusis integralo I taskas.

Panaudoje integravimo dalimis formule, perrasysime (1.20) integraline tapa-
tybe taip:

x

b
[ - [ Bty @)den@ds =0, vie cllab.

a
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Pagal [1.3/ lema funkcija y turi tenkinti lygtj

x

Fyap/) ~ [ Btu(o).y/ ) de = C. (127

a

Si lygtis yra vadinama Oilerio lygtimi uzraSyta integraline forma.

Irodyta teiginj galima suformuluoti taip: jeigu funkcija y € 9 suteikia in-
tegralui I silpnajj lokaly ekstremuma, tai egzistuoja konstanta C tokia, kad
funkcija y yra (1.27) integrodiferencialinés lygties sprendinys.

Pastaba. Igvesdami (1.27) lygtj, nesinaudojome tuo, kad funkcija F' turi
tolydZia iSvestineg F,. Galima jrodyti (Zzr. [2]), kad funkcija y tenkina taip pat
integraline lygti

xr
F(z,y,y) —y'Fy(z,y,y) — /Fr(t,y(t),y'(t)) dt=C, z¢€lab]. (1.28)
a

Grjzkime dabar prie (L.20)) integralinés tapatybés. Pagal [I.4]lema koeficien-
tas prie 1’ turi tolydzig kintamojo x atzvilgiu iSvestine. Todél (1.26)) integraline
tapatybe galima perrasSyti taip:

b
x=b d
Fy(z,y,9)n|  + / [Fy(x,y, y') — %(Fy/ (x,y,y’))]n(ﬂc) dx =0,

vn € Ci(a,b). Kadangi n(a) = n(b) = 0, tai
/ d
[P = 5 By /) | de =0, e Ciant).

a
Sioje integralinéje tapatybéje reiskinys, esantis lauztiniuose skliaustuose, tenk-
ina 1.1/ lemos salygas. Todél funkcija y yra diferencialinés lygties

4 (Fy(pr) =0 (1.29)

sprendinys. Si lygtis yra vadinama Oilerio lygtimi uzrasyta diferencialine forma.
Padaugine Oilerio lygtj i$ 3/, ja perraSome taip:

Fy(z,y.y') —

d
%(F(.’E,y,y/) - y/Fy’(x7y7y/)> - Fw(xvyay/) =0 (130>

Suformuluosime jrodyta teiginj. Jeigu funkcija y € M suteikia integralui 1
silpnaji lokaly ekstremumq, tai ji turi tenkinti (1.29) ir (1.30) lygtis.

Pastaba. Jeigu (1.20) integrale skaliarine funkcija y pakeisime j vek-
torine funkcija y =: (y1,y2, -+ ,Yn), tal vietoje vienos Oilerio lygties gausime
n Oilerio lygéiy sistema. Pavyzdziui, vietoje (1.29) lygties gausime n lygciy
sistema,

d .
Fy.(z,y,9) — %(Fy;(x,y,y/)) =0, i=12...,n. (1.31)
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1.4 VARIACINIY PRINCIPY TAIKYMAS

Kitas daznai naudojamas matematiniy modeliy konstravimo metodas yra "va-
riaciniy principy" taikymo metodas. Vieno i$ tokiy principy esmé yra ta, kad
tam tikras dydis, aprasantis nagrinéjamos sistemos peréjima i§ vienos padéties
i kita, peréjimo metu jgyja ekstremalia reikSme. Pavyzdziui, pagal Ferma désnj
Sviesos spindulys, paleistas iS tasko A j taska B, juda ta trajektorija, kuriai
Sviesos sklidimo laikas yra minimalus. Remiantis $iuo principu galima iSvesti
visus pagrindinius geometrinés optikos désnius. ISnagrinésime paprasciausia
pavyzdj.

1. Sviesos luzimas. Tarkime, dvi skitingy savybiy homogenines
terpes skiria tiesé. Pazymékime ja raide x. Be to, tegu pirmoje terpéje sviesos
sklidimo greitis lygus v1, o antroje vo. Tegu $viesos spindulys, iSeinantis i$ tasko
A, kerta tiese x kampu « ir 8(«) yra kampas tarp x aSies ir spindulio kitoje
terpéje (zr. (1.6l pav). Rasime 3(«).

A
la
a
o
b W ‘
B Iy
c
1.6 pav.

Tada 8viesos spindulys, iSeinantis i$ tasko A, pasieks taska B per laika

t(a) = la + b __a b
g vy vgsina  wysinfB(a)’

Sis laikas bus trumpiausias, kai #'(a) = 0, t.y. kai

a cosa b cosp

- - B (a) = 0.
vgsin®a vy sin? B(a) Fla)
Kadangi
e b
tga  tgfla)
tai

a b

Csina sin? B(a)

-3 (a) = 0.

Eliminave i pastaryjy dvieju lygéiy 8'(a), gausime Zinoma $viesos luzimo for-

mule
cos Vg

cos B(a) vy
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Sudarant fizikos ir mechanikos reiskiniy matematinius modelius daznai nau-
duojamas Hamiltono principas. Jo esmé yra tokia.

Tarkime, laiko momentu ¢; nagrinéjamas kunas yra I padétyje, o laiko mo-
mentu to — IT padétyje. AiSku, kad peréjimas is I padéties j IT galimas skirtingais
keliais (zr. [1.7 pav.).

II t

tlI

1.7 pav.
Pazymeésime raidémis 7" ir P kuno kinetine ir potencine energijas. Tada
Hamiltono principas tvirtina, kad realiame procese, veikiant potencinéms jé-
goms kunas juda ta trajektorija, kurioje integralas

ta
I:/(TfP)dt
ty

igyja stacionaria reikSme. Kartais stacionari reikSmé yra maziausia integralo
reik8mé. Todél Hamiltono principas dar yra vadinamas maziausio veiksmo prin-
cipu. ISnagrinésime kelis pavyzdzius.

1. Materialaus tasko trajektorija. I§ pradziy iSnagrinési-
me paprasciausig atvejj, kai materialus taskas mestas vertikaliai aukStyn juda
vakume veikiamas pastovios sunkio jégos. Tegul yra zinoma tasSko koordinateé
ir greitis pradiniu laiko momentu. Tarkime, tasko trajektorija galima apibrézti
lygtimi y = y(t). Be to, tegu pradiniu laiko momentu ¢t = 0 aukstis y(0) = 0, o
greitis v = ¢. Ta8ko kinetiné energija

mv?  my? . dy
T = = - y = —,
2 2 dt
Tasko potenciné energija
P =mgy.

Remdamiesi Hamiltono principu, sudarome integrala

to

I(y) = /(7”2‘112 - mgy) dt.

t1

S integrala atitinka Oilerio lygtis

d
a(my) +mg = 0.
Jos sprendinys

1
y = —§gt2 + Cit + Cs.
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Pagal prielaida y(0) = 0, §(0) = ¢. Todél Cy = 0, 0 Cy = ¢. Vadinasi, vertikaliai
aukstyn mesto materialaus tasko judéjimas yra apraSoma lygtimi

L
y= —igt + ct.

Tarkime dabar, kad materialus taskas metamas i§ koordinaciy pradzios kam-
pu « (zr. [I.8 pav.) pradiniu grei¢iu c. Rasime §io tagko trajektorija.

Yy C

1.8 pav.

Bendru atveju ja galima apibreézti lygtimis

Tada tasko kinetiné energija

de . dy

T:—(x2—|—y2)’ xzavyzaa

2

o potenciné energija
P =mgy.

Remdamiesi Hamiltono principu, sudarome integrala

to

I(z,y) = /(%(332 +9?) — mgy) dt.

t1
éi integralg atitinka Oilerio lygtys:
%(mx) =0, —(my) +mg = 0.
Perrasysime jas taip:
Siq lygéiy sprendiniai:
= Cit + Cs, y:—gt2+03t+04.
Pagal prielaida 2(0) = 0, y(0) = 0. Todél Cy = C4 = 0. Be to,

#(0) = ccosa, y(0) =csina, c=|c|.
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Todeél
C1 =ccosa, Cy = csina.

Taigi nagrinéjamojo tasko trajektorija galima aprasyti parametrinémis lygtimis:

T = ctcosq, y:—gtz—i—ctsina,
i8 kuriy gauname
9o’
=—————+rtana.
Y 2¢2 cos? a

3. Planety judéjimo désniai. Tarkime M yra Saulés masé, o
m — planetos masé. Pagal visuotinj traukos désnj (7r. [1.9 pav.)

m

TFO

7o
M
1.9 pav.
abi masés veikia viena kita jéga
_ Mm _ _
F=—y—T0, |[Fo|l=
r

Veikiant Siai jégai, potenciné energija

Mm
o

OO_ 001
P:/F~df:—7Mm/—2dr:—fy
r

k
Pazymékime yM = k . Tada P = ——m. Tarkime planetos judéjima galima
r
apibrézti parametrinémis lygtimis ' @ = z(t),y = y(t). Tada Planetos kinetiné
energija

= Gvi= %(552 + ).

Nagrinéjant 8§ uzdavinj, patogu jvesti polines koordinates:
T = TCOoS P, Yy =rsing.
Polinése koordinatése

T = 2(72 +1%%).

IPagal antrajj Niutono désnj m#”’ = F. Todél 7 x m#’ = 7 x F' = 0. Pastaraja lygybe
galima perrasyti taip (7 X m#’)’ = 0. Integruodami ja randame 7 x m#’ = ¢, ¢ — vektoriné
konstanta. Padauging skaliariskai abi 8ios lygybés puses i$ 7 turime ¢-7 = 0. Tai yra vektoriné
plokstumos lygtis. Todél galime tvirtinti, kad planetos skriejimo apie saule trajektorija yra
plokscia
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Remdamiesi Hamiltono principu, sudarome integrala

2}
I(r,p) = /[%(ﬁ +1%3%) + kTm dt.
t1
S integralg atitinka Oilerio lygtys:
%(mr) + % —mrp? =0, %(mr%@) =0.
Antrosios Oilerio lygties sprendinys
r?p=C, C = const>0. (1.32)

Padaugine pirmaja lygtj i8 7, o antraja iS ¢, perraSysime jas taip:
k
rit = rig® + —i = 0.
T

2rig” + r2pp = 0.

Sudéje Sias lygtis gausime
. .9 2 .. k.
ri et +ripg + —i = 0.
r

Pastebésime, kad kairioji pastarosios lygties pusé yra pilnasis diferencialas. To-
dél ja galima perrasSyti taip:
d

ATl 252 E_ L oo 2.9 ﬁ_
dt[2(T +r‘p)_r}—0<:>2(7‘ +179%) — — = (. (1.33)

Suintegrave (1.32)lygti nuo ¢; iki to, gausime

2] to

1 . 1 1
§/r2gpdt: 5/7'2 dp = §C’(t2 —t1).

t1 t1

Tai yra antrasis Keplerio désnist. Jis teigia, kad planetos skrieja aplink Saule
taip, kad planetos spindulys vektorius per vienoda laiko tarpg apibrézia vienoda
plota.

Isreiske i8 (1.32)) iSvestine ¢ ir jstate j (1.33)), gausime

1 C? k d 2

,(7;2+ )_,:(jl<:>i ! = dt = —dp.

2 r2 r 2k _ C2 C
201 - Tz

r2

1giuolaikinéje literaturoje Keplerio désniy numeracija skiriasi nuo originalios, suformuluo-
tos Keplerio. Keplerio formuluotéje tai yra pirmasis Keplerio désnis.
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Integruodami §ig lygtj randame
C? — kr

_YTTR N,
m/k2+20102} L

Farccos {

arba
02
k4 VEZ+20.C% cos(p — Cy)

Tai yra elipsés lygtis polinése koordinatése. Kai Cy = 0, gausime, kad elipsés
aSis yra tieséje ¢ = 0. Pazymékime

C? 2
P=7 52\/1—1—20’1(5 .

Tada elipsés lygti galima uzraSyti taip:

r

-_r
1+ecosp
Tai yra pirmasis Keplerio désnis'. Jis teigia, kad planeta skrieja aplink Saule
elipse, kurios viename i$ zidiniy yra Saulé.
Elipsés pusaseés

P k C
=——, (1 <0, b= /pa= .
1 pa %_201

= 1— 82 201 ’
Tegu T yra laikas, per kurj planeta apskrieja aplink Saule. Tada elipsés ribo-
jamos figuros plotas

1
b= -CT.
Ta 26’

I8 8iy formuliy lengvai galima i8vesti, kad

Tai yra treciasis Keplerio désnis. Jis teigia, kad laiko kvadratas, per kurj planeta
apskrieja aplink Saule, yra proporcingas didziosios pusasés kubui.

4. Rutuliuko svyravimuy lygtis. Rutuliuko, pritvirtinto prie
spyruoklés, svyravimy matematinj modelj dviem skirtingais metodais sudaréme
1.2l skyrelyje. Parodysime, kad taikant Hamiltono principa yra gaunama ta pati
rutuliuko svyravima aprasanti lygtis.

Priminsime, kad masés m rutuliuko kinetiné ir potenciné energija lygi

1 5 1 sdo

7= g = om(y

Remiantis Hamiltono principu sudarome integrala

2 1
) . P =k
2

to ta

I(z) = /(T Pyt = /(%m(%)z - %m«?) dt. (1.34)

t1 ty

IKeplerio formuluotéje tai yra antrasis Keplerio désnis
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Jji atitinka Oilerio lygtis
2

d°z

5. Léktuvo trajektorija. Kokia uzdara plokscia kreive [ turi
skristi léektuvas, kad per laika T apskriety didziausio ploto figura, jeigu léktuvo
greitis, kai néra véjo, lygus vy, o véjo greitis a yra pastovus ir turi pastoviag

krypt;j.
Tarkime, véjo kryptis yra nukreipta x asies kryptimi ir 1éktuvo masés centro
padétj laiko momentu ¢ galima apibrézti lygtimis:

Be to, tegu
a = aft)

yra kampas tarp x aSies ir lektuvo krypties. Léktuvo grei¢io vektorius
u(t) = (2'(t), ' (1))
Antra vertus, Sis grei¢io vektorius
v(t) = (vp cosa + a,vpsin ).
Sulygine $ias reikSmes gausime
¥ =wvgcosa+a, Yy =wvgsina. (1.35)
Plotas figuros, kurios konturu skrenda léktuvas, iSreiSkiamas integralu

T
I(l) = %/(xy’ —ya') dt.

0
Taigi reikia rasti kampa « ir kreive | : = z(t),y = y(t), kurie tenkinty
(L.35) salygas ir suteikty funkcionalui I(l) didziausig reik8me. Tai yra salyginio
ekstremumo uzdavinys. Funkcijy trejetas «,x ir y yra Sio uzdavinio sprendi-
nys, jeigu prie tam tikry Lagranzo daugikliy Ay = A1(¢), A2 = Aao(t) jos yra
funkcionalo

T
i) = /[xy' —yx' — M\ (2’ —vgcosa —a) — \a(y — asina)]dt
0

ekstremalés. Sj funkcionala atitinka trys Oilerio lygtys:

d d ,
d d

—(F,))—F, = —(r — g
dt(y) v =0 <:>dt(x Ao) + 2" =0,
d

%(Fa/) —F,=0 <= —\isina+ Aycosa=0.
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I8 pirmyjy dviejy lygciy randame
2 +co = Ao, 2y+c1 = —)A.
Apibrézkime polines koordinates
T+ ca/2=Tcosp, y+ci1/2=7rsinep.

Tada
o 2y + o )\1

s0_21‘—|—CQ /\2.

I8 treciosios Oilerio lygties gauname, kad

A1 ;
— =ctga.
N 8
Todél yra teisiga formulé
tgp = —ctga.
I8 jos randame
a=p+m/2.

Kartu galime tvirtinti, kad kiekvienu laiko momentu ¢ kampas tarp léktuvo
krypties ir padéties vektoriy yra status.
Istate rasta a reiksme j (1.35) formules, gausime sistema

¥ = —vpsing +a, Yy = wvgcosp.
Padaugine pirmaja lygti i$ x, antraja is y, ir abi gautas lygtis sudéje, gausime
zx' +yy = ax = arcosp = arsina.

Pastaraja lygti galima perrasyti taip:

dr
T = arsina, r=+/x%+y2.

Kadangi sin a = y' /vg, tai
dr  ady

% o Vo d/t'
Suintegrave pastaraja lygti, gausime

rzﬂy—i-C’.
Vo

Pagal uzdavinio prasme skaic¢ius e := a/vg < 1. Todél pastaroji lygtis apibrézia
elipse, kurios ekscentricitetas yra e ir vienas i$ zidiniy yra koordinaciy pradzios
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taske, o elipsés didzioji asis nukreipta y aSies kryptimi.

—_—

1.10 pav.

Taigi didziausio ploto figura, kuria apibrézia skrisdamas léktuvas greic¢iu dides-
niu uz véjo greitj, yra elipsé. Sios elipsés didZioji a8is yra nukreipta statmenai
véjo krypéiai. Be to, léktuvo aSies kryptis kiekvienu laiko momentu yra ortogo-
nali lektuvo masiy centro radiuso vektoriui (zr. [I.10 pav.).
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1.5 KELI PAPRASCIAUSI NETIESINIY PROCESY MODELIAI

Tiesiniai procesai pasizymi viena svarbia savybe. Bet kokiy juos aprasanciy
sprendiniy tiesinis darinys taip pat yra sprendinys. Netiesiniai procesai Sia
savybe nepasizymi. Zinant kelis netiesinj procesa apraSancius sprendinius juy
tiesinis darinys nebutinai bus sprendinys. Be to, jeigu kokj nors netiesinj procesa
apraSant] parametra pakeisime neZymiai, tai ta procesa aprasantys dydziai gali
pasikeisti i§ esmés. Daugumas netiesiniy procesy ir juos aprasan¢iy matematiniy
modeliy yra netiesiniai. Tiesiniai modeliai dazniausiai yra netiesiniy modeliy
pirmieji artiniai. Pateiksime kelis paprasc¢iausius netiesiniy modeliy atvejus.

1. Svyt uoklés svyravimas. Tarkime, vienas strypo galas yra
pritvirtintas prie sijos, o prie kito strypo galo pritvirtintas kunas masés m. Be
to, tegu strypo masé yra pakankamai maza lyginant su kuno mase, o strypas
itvirtinimo vietoje gali laisvai, be trinties, suktis (Zr. .11 pav.).

1.11 pav.

Nagrinésime plokscia Svytuoklés svyravima ir laikysime, kad oro pasiprieSinimo
galime nepaisyti. Kokiu nors budu $vytuokle iSveskime i§ pusiausvyros padéties.
Pazymeékime raide o $vytuoklés nuokrypio kampa nuo pusiausvyros padéties.
Tada nagrinéjamos sistemos kinetiné energija
1 1 da\2
T=—mv?= 7m<l—> ,
2 2
0 potenciné energija
P =mgh =mg(l — lcos a);
¢ia | — strypo ilgis, g — laisvo kritimo pagreitis, A > 0 — Svytuoklés nuokrypis
nuo zemiausios padéties. Remiantis Hamiltono principu sudarome integrala

I(a) = 7(T —P)dt = f[;m(l‘f;)z —mg(l — lcosa)| dt.

t1 t1

Tegu funkcija a = «(t) apraso realy §vytuoklés svyravima. Tada ji turi tenkinti
Oilerio lygtj

ldQOz o

Tz + gsina = 0.
Pastaroji lygtis yra netiesiné antros eilés lygtis. Taciau jeigu svyravimai mazi,
tai sin a & « Svytuoklés mazy svyravimy matematinis modelis yra tiesinis

&

! dit?

+ga = 0.
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Netiesinés lygties atveju rasti sprendinio analizine iSraiSka dazniausiai nejmano-
ma. Todél tokiy lygé¢iy sprendimui pasitelkiami skaitiniai metodai.

2.Suolis su parasiutu. Tarkime, paraSiutininkas masés m i8sklei-
dzia paraSiuta laiko momentu ¢ = 0 ir jo greitis §iuo momentu v(0) = vg. Tegu
§is greitis nukreiptas sunkio jégos kriptymi. Tada paraSiutininko trajektorija
yra tiesé. Rasime paraSiutininko greitj bet kuriuo laiko momentu ¢, jeigu oro
pasiprieginimo jéga U yra tiesiog proporcinga grei¢io kvadratui, t.y. U = bv?
(proporcingumo koeficientas b priklauso nuo parasiuto). ParaSiutininka veikia
sunkio jéga P = mg ir oro pasiprieSinimo jéga U nukreipta prieSinga judéjimui
kryptimi. Todél pagal antraji Niutono désnj

dou(t)

ma=P—-U <<= m i = mg — bv?.

Taigi funkcija v turi tenkinti lygtj

dv(?) _ 2 2y b 2 Mg
o =—(v —k:)m, k* = D
Atskyre kintamuosius ir integruodami gausime
dv b
—— =— | —dt 1.36
/ v? — k2 m ( )
Kadangi
b (L L)
v2—k2  2k\v—k wv+k/
tai

dv 1 dv dv 1
/vz—kQ:ﬂ(/v—k_/v—ﬁ—k):%(lnw_kl_ln‘v_‘_k')

ir (L.36) lygybe galime perraSyti taip:

U—k Qbk ’U—k‘ 2bk 4
ln‘ =——t+n|¢ <= = .
v+ k m

Issprende Sig lygti v atzvilgiu, gausime

1+ ce= 5t
1—ce ™ m

I sios formulés matome, kad parasiutininko greitis v(t) — k, kai ¢ — +oc0. I§
salygos v(0) = vp randame laisvaja konstanta
Vo — k

= < 1.
¢ ’Uo+k

Istate taip apibrézta konstanta ¢ i (1.37) formule, rasime paraSiutininko greitj
laiko momentu t.
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Tegu z(t) yra atstumas, kurj nuskrieja paraSiutininkas, isSokes i§ léktuvo,
zemés kryptimi laiko momentu ¢. Tada paraSiutininko greitis

dx(t) et 4 cemmt
'U(t) = dt = k Mt ﬂt’

em’ — Ce_ m

o atstumas Zemés kryptmi

t t
bk bk bk __ bk
em® 4 ce " m? m [ d(em’ —ce ms)
o(t)=k | g ds = — I =
emS —ce”m? b emsS —ce”m?
0 0
bk bk
m. femt —ce mt
—In{ ——8 ™).
b 1-c

3. Navigacijos uzdavinys. Valtis i§ vieno upés kranto plaukia
i kita. Tarkime, upés krantai yra tiesése = 0 ir = [ (7r. [1.12l pav.). Be to,
tegu pradiniu laiko momentu valtis yra koordinac¢iy pradzios taske z = 0,y = 0,
upés greitis ¥ yra lygiagretus krantui ir upés grei¢io modulis v = v(x), valties
greidio vy atzvilgiu vandens modulis vy = vg(z) > 0 ir

va(z) > v*(z), Va€lo,l].

Reikia rasti valties trajektorija, kuria plaukdama ji pasieks kitg kranta per
trumpiausia laika.

Y
v
bt L
Uo
0 l T
1.12 pav.

Pazymeékime raide o nezinomg kampa tarp x aSies ir valties judéjimo kryp-
ties. Tada valties masiy centro absoliutaus grei¢io koordinatés apibréziamas

formulémis

dx dy + .
— =pcosa, — =+ vgsina.
da Todt 0

Eliminave i$ §iy lygéiy laika ¢t randame

dy v+vpsina
dz =~ wvgcosa
Pastaraja lygtj perrasykime taip:

- ——— =tga.
Vg COS (¢



36 1. PAPRASCIAUSI MATEMATINIAI MODELIAI

Pakéle abi sios lygties puses kvadratu gausime reiskinio 1/ cos av atzvilgiu kvadra-
tine lygtj

(05— UQ)U% 0(1)52 o 2vy’v0 closa —(1+y =0,
Jos sprendinys
1 B +y?) =02 — vy
vocosa 3 — v?

Laikas, kurj sugaista valtis plaukdama i$ vieno upés kranto j kita, priklauso nuo
valties trajektorijos, t.y.

! L l\/2—22 ,
vi(14y'=) —v2 —vy
T(y) = tdz: dx _ 0 d
T v
0 0 0

0 COS & vg —v?

Tegu funkcija y = y(z), x € [0,!], tenkinanti salyga y(0) = 0, apraSo re-
alia valties trajektorija. Leisting valties trajektorija galima apibrézti lygtimi
y = y(z) + en(x), n(0) = 0. Taskas, kuriame valtis pasiekia kita kranta yra
nezinomas. Todél funkcijai y = y(x) taske x = | nekeliami jokie reikalavimai.
Kartu taske z = [ nekeliami jokie reikalavimai ir funkcijai 7.

Buting integralo T" lokalaus ekstremumo egzistavimo salyga

T(y+en) —T(y)

‘ Q.

Z.

U

0T (y,n) := lim E =0
perrasykime taip:
(o u3y' )
6T (y,m) = / R —v || -7(@)dz=0. (1.38)
) L VR4 y?) — o2

Imkime Sioje integralinéje tapatybéje n(l) = 0. Tada, remiantis[I.3/lema, galime
tvirtinti, kad funkcija y turi tenkinti lygtj

1 vy’

2 _ 2
vg — U

—v | =¢ ¢=const. (1.39)
(1 +y'?) —v?

Grjzkime prie (1.38) integralinés tapatybés. Integruodami ja dalimis ir pasinau-
doje tuo, kad funkecija y turi tenkinti (1.39) lygti, gauname

1 v3y Y .77‘ 0
6\ y?) -0

Kadangi n(0) = 0, o (1) gali jgyti bet kokias reikSmes, tai funkcija y taske x =1
turi tenkinti salyga

—v=0, <= y =— (1.40)



1.5 KELI PAPRASCIAUSI NETIESINIU PROCESU MODELIAT 37

Pastaroji salyga yra vadinama naturaligja krastine sqglyga. Taigi ieSkoma funk-
cija y intervale (0,1) turi tenkinti (1.39) lygti, taske x = 0 kraStine salyga
y(0) = 0 ir taske x = [ naturaliaja (L.40) krastine salyga. Pasinaudoje (1.40)
salyga gauname, kad (1.39) lygtyje konstanta ¢ = 0. Todél pastaraja lygti ga-
lime perrasyti taip: ' = v/vg. Integruodami jg randame, kad ieskoma valties
trajektorija yra apibréziama lygtimi

RO
y(w)—o/vo(s)d,

o laikas per kurj valtis pasiekia kita kranta

1
T:/ 1 ds.
/ vo(s)

4. Strypo islinkimo uzdavinys. Teguilgiol strypo AB galas
A yra jtvirtintas. Kitas jo galas B yra laisvas ir prie jo pritvirtintas kunas masés
m. Nustatyti strypo pusiausvyros forma, nekreipiant démesio j jo paties mase.

Tarkime, x aSis yra horizontali tiesé, einanti per taska A. Laisvai pasiren-
kame taska S € AB. Pazymékime raide s lanko AS ilgj. Tada sunkio jégy
potenciné energija

!
Py; :mgh:mg/mgsinads, sinads = dy;
0

¢ia h yra atstumas nuo tasko B iki x a8ies, o a — kampas tarp x aSies ir stypo
liestinés taske S (zr. [1.13 pav.).

A Nﬁy a
B

1.13 pav.

Tarkime, kampas « yra parametro s funkcija, t.y. a = «(s). Tada strypo
tamprumo jégy potenciné energija [zr. 777]

I
Py :/Ja’Q(s) ds;
0

dla o = da/ds — strypo kreivis, J — standumo modulis. Todél bendra strypo
potenciné energija

!
P= /(Jo/2 + mgsina) ds
0
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Tarkime, funkcija a = «a(s), s € [0,1], apraso realy strypo islinkima. Tada ji
turi tenkinti Oilerio lygti

2Jo" —mgcosa = 0.

Be to, jtvirtintame strypo gale A turi buti patenkinta krastiné salyga a(0) = ay,
o laisvame gale naturaliaja krastine salyga o’ (1) = 0 (jos isvedimas yra toks pat
kaip praeitame pavyzdyje).
Tarkime, strypas yra mazai iSlinkes (t.y. artimas z a8iai) ir funkcija y =
y(x),x € [0,b], apraso jo islinkima. Tada
dy

t = — = .
g d (0%

Dél tos pacios priezasties

dS
2Jd—3; —mg=0, y(0)=0,4(0)=0,y"()=0, I~b.
XL

Sios Oilerio lygties sprendinys

_mg 3 2
y—12Jx + Crz* + Cox + Cf.

I8 krastiniy salygy randame

_mgl

01: W, 02203:0.

Taigi mazai iSlenkto strypo pusiausvyros padétj apraso funkcija

mg

_ 3 _ a1,2
y= 12J(I 6lx?).
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1.6 STYGOS SVYRAVIMY LYGTIS

Kieta kuna, kurio ilgis daug didesnis uz kitus jo matmenis, vadinsime styga.
Tarkime, jtempta baigtiné styga yra jtvirtinta galuose ir pusiausvyros buseno-
je stygos taskai yra tieséje. PaZymésime Sitg tiese z asimi, o taskus, kuriuose
styga jtvirtinta — taskais a ir b. Kokiu nors budu isveskime styga, i§ pusiausvyros.
Nagrinésime tik tokius svyravimus, kai stygos taskai juda vienoje plokstumoje
statmenai x aSiai. Ta8ko x nuokrypj nuo pusiausvyros padéties pazymésime
u(z,t). Tada stygos svyravimus apraSo viena skaliariné funkcija u = u(x,t).
Be to, nagrinésime tik maZzus stygos svyravimus. Jégas, kurios priesinasi stygos
iSlenkimui, laikysime mazomis, lyginant su jos jtempimo jégomis.

u
/ﬁ\
a dx b x
1.14 pav.

Tegu K () — stygos specifiné deformacijos energija taske z, dl — deformuotos sty-
gos elemento ilgis (zr. [[.14). Tada darbas, reikalingas elemento dx deformacijai,
yra proporcingas stygos ilgio poky¢iui

K(z)(dl —dx) = K(x)(v/1+u2 —1)dx.

Kai svyravimai mazi, Saknies /1 + u2 skleidinyje u, laipsniais galima atmesti
aukstesniuosius laipsnius. Todél elemento dz potenciné energija

K(z)(dl — dx) =~ K(z)(1 + %ui —1)dz = %K(x)ui dz.

Visos stygos potencine energija galima iSreiksti integralu
b
1 2
§K (x)uz dz.
a

Jeigu styga veikia iSorineés jégos, kuriy linijinis tankis f(z,t), tai Sity jégy atlieka-
mas darbas iSreiSkiamas integralu

b
- / flx, tude.

Taigi stygos suminé potenciné energija
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Tegu p(z) — linijinis stygos tankis taske . Tada elemento dz kinetiné energija
1 2
dT = §p(x)ut dz.

Visos stygos kinetiné energija

1
T:/ip(x)ufdx.

a

Remdamiesi Hamiltono principu, sudarome funkcionalg,

I(u) = ]2(T — P)dt = ]Q/b Bp(x)uf — %K(x)ui + f(x, t)u| dxdt.

t1 t1 a

Tarkime, funkcija u apraso tikrajj stygos svyravima, 1 — bet kokia diferencijuo-
jama finiti sta¢iakampyje Q = (¢1,%2) X (a,b) funkcija, o ¢ — pakankamai mazas
teigiamas skaic¢ius. Tada funkcija u + en apraSo leisting stygos svyravima.
Funkcija v yra funkcionalo I stacionarioji reiksmé. Todél
6I(u,n) ;= lim w -
e—0 £

0 (1.41)
// [p(x)ume — K (z)ugn. + f(z,t)n] dedt = 0.

Pritaike integravimo dalimis formule ir pasinauduoje tuo, kad funkcija 7 staci-
akampyje @ yra finiti, perrasysime (L.41)) salyga taip:
to b
[ty + (K@), + (o, 0]ndadt = o
t1 a
Sioje integralinéje tapatybéje n yra laisvai pasirinkta diferencijuojama finiti

funkcija. Todél reiskinys kvadratiniuose skliaustuose lygus nuliui, t.y. funk-
cija u tenkina Oilerio lygti:

p(x)ug — (K(2)uy), = f(x,t). (1.42)

I visy (1.42) lygties sprendiniy reikia isrinkti ta, kuris tenkina visas nagrinéjamo
uzdavinio salygas. I8vesdami styga i$ pusiausvyros padéties, suteikéme jai pra-
dinj nuokrypj ir pradinj greitj. Vadinasi, pradiniu laiko momentu (tarkime,
momentu ¢t = 0) funkcija u turi tenkinti pradines salygas:

ult=0 = p(x), utlt=0 = ¥(x), Va € [a,b]. (1.43)
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Be to, taskuose a ir b styga yra jtvirtinta. Todél bet kuriuo laiko momentu ¢ > 0
turi buti patenkintos krastinés salygos:

Ulzmq =0, ulz=p =0. (1.44)

Tokiu budu jtvirtintos taskuose a ir b stygos svyravimo uzdavinys yra misrusis
(L.42)—(1.44) uzdavinys.

Jeigu styga yra homogeniné ir tolygiai jtempta, t.y. funkcijos p ir K yra
pastovios, tai (1.42) lygtj galima perraSyti taip:

gy — @*Ugy = F(z,1); (1.45)

¢ia: a2 = K/p,F = f/p. Si lygtis yra vadinama vienmate bangavimo lygtimi.

P astab a. Esant kitokioms krastinéms salygoms, stygos svyravimas apra-
Somas ta pacia Oilerio lygtimi (tai iSplaukia is jos i§vedimo). Tos pacios islieka ir
pradinés salygos. Keiciasi tik krastinés salygos. Pavyzdziui, jeigu taskas x = a
juda pagal tam tikra désnj arba ji veikia tam tikra jéga, arba jis yra elastingai
itvirtintas, tai krastine salyga Siame taske reikia pakeisti atitinkamai viena i
salygu:

Ulpmq = w(t), K(X)ug|zea = u(t), K(x)uy + o(z,t)u|y—q = 0.
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1.7 MEMBRANOS SVYRAVIMAS IR PUSIAUSVYRA

Kieta kuna, kurio storis kur kas mazesnis uz visus kitus jo matmenis, vadinsime
membrana. Tarkime, pusiausvyros busenoje membrana uZzima sritj Q C R2,
apribota konturu I, ir konturo ! taskuose yra jtvirtinta. ISveskime ja (kokiu
nors budu) i§ pusiausvyros padéties. Nagrinésime tik tokius svyravimus, kai
kiekvienas membranos taskas juda tiese, statmena 2. Pazymésime u(z,t) tasko
x = (x1,22) € Q nuokrypj nuo pusiausvyros padéties laiko momentu ¢. Tada
membranos svyravima galima apraSyti viena skaliarine funkcija v = u(x,t).
Be to, nagrinésime tik mazus membranos svyravimus ir laikysime membranos
i8lenkimo jégas mazomis, lyginant su jos jtempimo jégomis.

Membranos ir stygos svyravimo lygties iSvedimas yra analogiskas. Todél,
iSvesdami membranos svyravimo lygtj, praleisime kai kurias pasikartojancias
detales.

Potencing ir kineting membranos energijas galima iSreiksti integralais:

1
P= [ -K(z)(u} +u2)de— [ f(z,t)ude,

1
7= [ Sotont ds

Q

¢ia: K(x)— membranos specifiné deformacijos energija taske z, f(z,t) — pavirsi-
nis iSoriniy jégy tankis, p — pavir§inis membranos tankis.
Remdamiesi Hamiltono principu, sudarome funkcionalg,

I(u) = ] / [;p(x)uf - %K(m)(uil +a2)) + f(z, tu| dudt.
t1 Q

Tegu funkcija u apraso tikrajj membranos svyravima, 1 — bet kokia diferencijuo-
jama finiti ritinyje Q = Q x (1, t2) funkcija, o € — pakankamai mazas teigiamas
skaicius. Tada funkcija u + en apraSo leisting membranos svyravima.

Funkcija u yra funkcionalo I stacionarioji reik§mé. Todél

I(u+en) —I(u)

6I(u,m) = ;i_r)%f:

to
[ [ elayume — K@) s + sy + £t dadt =
t1 Q

I8 Sios integralinés tapatybeés lengvai gauname, kad funkcija u turi tenkinti Oi-
lerio lygtj
2
plau — S (K (@)ug,)a, = F(a,t). (1.46)

=1
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Be to, funkcija u turi tenkinti pradines
uli=0 = @(z), Utli=o = P(z), TEW (1.47)

ir krastine
ulp=0, t>0 (1.48)

salygas.

Taigi jtvirtintos konture ! membranos svyravimo uzdavinys yra miSrusis
(1.46)—(1.48) uzdavinys.

Tuo atveju, kai membrana yra homogeniné ir jos jtempimas visomis kryp-
timis yra vienodas, t.y. kai funkcijos K ir p yra pastovios, (1.40) lygtj galima
perrasyti taip:

2
T Zu“’“’ = F(x,t); (1.49)
i=1

¢ia: a®> = K/p, F = f/p. Si lygtis yra vadinama dvimate bangavimo lygtimi.

Pastaba. Jei membrana néra jtvirtinta, tai Oilerio lygtis ir pradinés
salygos islieka tos pacios. Keiciasi tik krastiné salyga. Pavyzdziui, jeigu mem-
branos konturas svyruoja pagal tam tikra désnj arba jj veikia tam tikra jéga,
arba jis yra elastingal jtvirtintas, tai vietoje (1.48) krastinés salygos reikia imti
atitinkamai vieng, i$ salygu:

u| = w(z, t), K(a:)g—z = w(zx,t), K(x)%‘l—l-o(x,t)u’l: 0;
¢ia: p ir o zinomos funkcijos, du/dn — funkcijos u i$vestiné normalés kryptimi.
Savaime aiSku, kad galimos ir kitos krastinés salygos, taip pat ir netiesinés.

Tarkime, konturo [ taskuose néra jokiy iSankstiniy salygy. Be to, tegu mem-
brang veikianti jéga f nepriklauso nuo laiko t. Veikiant Siai jégai, membrana
iSsilenks ir liks pusiausvyroje. Tegu funkcija u = u(z), = = (z1,22) €  apraso
deformuotos membranos pavirsiy. Siuo atveju membranos potenciné energija

Pl = [ 3R +i2) - o) as
Q

igyja maziausia reikSme.

Tegu n € CH(Q), ¢ — pakankamai maZas moduliu skai¢ius. Tada funkcija
u + en apibrézia leistinag membranos deformacija. Pagal Hamiltono principg
deformuotos membranos potenciné energija

P(u) < P(u+en),

jeigu tik € modulis yra pakankamai mazas. Todél

0P(u,n) = dig (I(u + 577))

= [ IR s + ) = S =0,
Q

e=0
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Panaudoje integravimo dalimis formule, 8ia integraline tapatybe perraSysime
taip:

2
0
J X @+ s@)nde - [ K@ga=0. (w0
o =1 1

Tarkime, funkcija 7 lygi nuliui konturo ! taskuose. Tada

2
[ @), + f@)]nds =0
o =1

ir funkcija w turi tenkinti Oilerio lygtj

> (K (2)ua,)a, + f() =0, z € Q. (1.51)

i=1

Grjzkime prie (1.50) tapatybés. Tegu n yra bet kokia diferencijuojama funk-
cija. Kadangi funkcija u tenkina (1.51) Oilerio lygtj, tai (I.50) tapatybe galime
perraSyti taip:

ou
/K(m)a—nndl = 0.
l

Konturo [ taskuose funkcija n gali jgyti bet kokias reikSmes. Todél reiSkinys

0
K (x)a—z yra lygus nuliui, t.y. funkcija u tenkina kraStine salyga

K(x)g—:b1 =0, z€el (1.52)

Taigi membranos pusiausvyros uzdavinys yra krastinis (L51), (1.52) uzdavinys.
Kai funkcija K yra pastovi, (L.51) lygtis yra Puasono lygtis

Au=—F, F=f/K,
kuri, kai f = 0, virsta Laplaso lygtimi

Au = 0;

2
Cla Au= D Uy,y, -
i=1
P astaba. Nagrinéjant membranos pusiausvyros uzdavinj, galimos ir ki-
tos krastinés salygos.
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1.8 SILUMOS LAIDUMAS IR DUJY DIFUZIJA

Tarkime: erdvéje R? kietas kunas uZima sritj Q; Zinoma jo temperatura pra-
diniu laiko momentu ¢ = 0 ir pavir§iaus S = 0 temperatura bet kuriuo laiko
momentu t > 0. I8tirsime temperatura kuno viduje. Kuno temperatura taske
x = (21,22, 23) € Q laiko momentu ¢ pazymeésime u(z,t). Tegu Q' C Q — bet
kokia vidiné sritis su glodZiu pavirsiumi S’. Pagal Furjé désnj silumos kiekis,
pratekantis per pavirsiy S’ laikotarpiu ty — t1, iSreiskiamas integralu

to
/ /k:(x, t, u)g—zdS’ dt;

t1 S’

¢ia: k — silumos laidumo koeficientas, du/0n — funkcijos v i$vestiné normalés
kryptimi.

Kai yra Silumos $altiniai su tankiu f(x,t), tai Silumos kiekis, patenkantis i3
ju i sritj Q' laikotarpiu to — t1, lygus

j [ttt

t1 Q

Antra vertus, tas pats Silumos kiekio pokytis srityje Q' laikotarpiu to —t1 lygus

/c(m)p(x)u(x,tg)dx—/ c(x)p(z)u(z, ty dx—// x)ug(x, t) dedt;

Q/ Q ty

¢ia p(x) ir ¢(x) — atitinkamai kuno tankis ir Silumos talpumas (specifiné giluma)
tagke x. Isskirtoje srityje €' sudarome silumos balanso lygtj:

// xtu—dS’dt—l—//fxtdxdt // x)ug(w,t) dadt.

t1 S’ t1 t1

Pagal Gauso—Ostrogradskio formule

/k(xtu

S Q,zl

k(z,t,u)ug,) de.

Todél silumos balanso lygtj galima perrasyti taip:

// dxz k(z,t,u)ug,) — c(x)p(z)u + f(x,t)} dxdt = 0. (1.53)

t1 =1

Kadangi integravimo réziai ty,to ir sritis ' pasirinkti laisvai, tai reiskinys
kvadratiniuose skliaustuose yra lygus nuliui, t.y. funkcija u tenkina lygtj

k(z,t,u)ug,) — c(x)p(z)uy + f(x,t) =0, Vo € Q,t > 0. (1.54)
i=1
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Is visy 8ios lygties sprendiniy reikia iSrinkti ta, kuris tenkinty pradines ir
krastines salygas. Nagrinéjamu atveju yra zinoma kuno temperatura pradiniu
laiko momentu ir kuno pavirSiaus temperatura bet kuriuo laiko momentu. Todél
funkcija u turi tenkinti pradine

u’t:o =p(z), € (1.55)

ir krastine
u’szul(x,t), t>0 (1.56)

salygas. Taigi silumos pasiskirstymo kietame kune 2 C R? uzdavinys yra migru-
sis (1.54)—(L.50) uzdavinys.
Pastabos:

1. Paviriuje S galimi ir kiti $ilumos rezimai. Pavyzdziui, jeigu kiekvienu
laiko momentu ¢ Zinome $ilumos kiekj ps(z,t), kuris patenka j sritj Q per
pavirSiy S, arba Zinome supancios sritj 2 erdvés temperatura us(z,t), tai
vietoje (1.56]) krastinés salygos reikia imti atitinkamai viena i3 salyguy:

ou ou
k(m,t,u)a—n o= 12, k(m,t,u)a—n < +o(z,t,u)(u— us) = 0;

¢ia o — 8ilumos mainy koeficientas.

2. Jeigu Q = R, tai (1.56) salyga neturi prasmés ir nagrinéjamas uzdavinys
susiveda i (1.54)—(1.55) Kosi uzdavinj.

3. Tuo atveju, kai nagrinéjamasis kunas yra homogeninis, t.y. funkcijos k, p
ir ¢ yra pastovios, (1.54) lygtis yra silumos laidumo lygtis

uy — a*Au = F(a,t); (1.57)

f

k 3
< 2
da: a* = —  F="—Au= > Ug,q,-
e’ ep & e

Jeigu procesas stacionarus, t.y. temperaturos pasiskirstymas yra nusistovéjes
ir laikui bégant nekinta, tai funkcijos u, f ir £ nepriklauso nuo kintamojo ¢t. Todél
up = 0 ir (I.54)) lygtj galima perrasyti taip:

3
2 di (k(z, w)us,) + f(z) =0, z€Q.
i=1 v

Kai funkcija k yra pastovi, $i lygtis yra Puasono lygtis
—Au=F, F=/f/k,

o kai ir f =0, — Laplaso lygtis
Ay = 0.



1.8 SILUMOS LAIDUMAS IR DUJU DIFUZIJA 47

Aigku, kad nagrinéjant stacionary procesa, pradiné salyga nereikalinga, o kras-
tiné salyga iSlieka. Praktiniuose uzdaviniuose dazniausiai naudojamos tokios
krastinés salygos:

ou ou

= u@), oo| = n@), 5|+ = u).

u
S onls

Dvimaciu ir vienmadiu atvejais gaunamos analogigkos lygtys. Pavyzdziui,
jeigu nagrinéjamasis kunas yra plona plokstelé arba plonas strypas ir atitinkamai
Siluma sklinda dviem arba viena kryptimi, tai gausime dvimate arba vienmate
Silumos laidumo lygtj

2 _ 2 _
Uy —a (uxlml + UCDQCEQ) - F» Ut —a uzlzl - F

ISnagrinésime dujy difuzijos uzdavinj. Tarkime, dujos arba istirpintos tirpale
medziagos dalelés netolygiai pasiskirs¢iusios kokioje nors srityje €2. Daleliy arba
dujy koncentracija * taske x € Q laiko momentu ¢ pazymésime u(z,t).

Tegu Q' C Q — kokia nors vidiné sritis; S’ = 9" — glodus pavirsius. Daleliy
arba dujy kiekis, patenkantis per pavirsiy S’ laikotarpiu ts —t1, kai néra iSoriniy
Saltiniy, iSreiskiamas integralu

to
// D(z, u)%dS’ dt;

t1 S’

¢ia D(z,u) > 0 — difuzijos koeficientas. Jeigu yra Silumos Saltiniai ir f(z,t) ju
intensyvumas, tai visas dujy arba daleliy kiekis, patenkantis j sritj Q' laikotarpiu

to —t1, lygus
t2 to
ou | _,
//D(w,u)a—dS dt+//f(x,t)dzdt.
n

t1 S’ t1
Kita vertus, dujy arba daleliy kiekio pokytis srityje €2 laikotarpiu o — ¢; iSreis-
kiamas integralu

/c(x) (u(z,ts — u(z,ty)) do = 7/c(x)ut dzdt;

Qf t1 QY

¢ia c(z) — medziagos akytumo koeficientas. Sulygine gautas iSraiskas, gausime

lygybe
to to to
ou .,
(x, u)a—dS dt + f(z,t)daxdt = c(x)uy dadt.
n

t1 S’ t1 QU t1 Q

I Koncentracija suprantame kaip medZiagos kiekj turio vienete. Kalbédami apie maza
skyscio arba dujy turio elementa, laikome ji mazu, lyginant su visu turiu, bet pakankamai
dideliu, lyginant su atstumais tarp molekuliy, t.y. manome, kad tokiame elemente yra dar
pakankamai daug molekuliy. Pavyzdziui, jeigu nagrinéjame kokio nors tasko poslinkj skystyje
arba dujose, tai turime omenyje ne kokios nors vienos molekulés poslinkj, o viso elementariojo
turio, kuriame yra daug molekuliy, poslinkj.
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I8 jos, lygiai taip pat kaip ir Silumos pasiskirstymo kietame kune atveju, is-
plaukia, kad funkcija u turi tenkinti lygtj

cuy — Z d. (D(z, u)ug,) = f(z,t), VYzeQ, t>0.

Jeigu funkcijos ¢ ir D yra pastovios, tai 8i lygtis yra Silumos laidumo lygtis.
Tam, kad difuzijos procesas buty vienareikSmiskai apibréztas, butina zinoti
dujy arba medziagos daleliy skystyje koncentracija pradiniu laiko momentu
t = 0, t.y. funkcija w turi tenkinti (L.55) pradine salyga. Be to, bet kokiu
laiko momentu ¢ > 0 turi buti Zinomas difuzijos reZimas nagrinéjamos srities
pavirgiuje S. Pavyzdziui, jeigu yra zinoma dujy arba medziagos daleliy skystyje
koncentracija pavir§iuje S, tai funkcija u turi tenkinti (1.50) krastine salyga.
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1.9 EKOLOGINIAI MODELIAI

Ka tik gime gyvi organizmai (gyvunai, daugialas¢iai augalai ar mikroorganiz-
mai) i§ karto patenka j gana sudétinga saveika su juos supandia aplinka ir kity
rusiy gyvais organizmais. Be to, jie patys veikia juos supancia aplinka bei ki-
tus gyvus organizmus, keisdami ir viena ir kita tam tikra linkme. Ekologija
nagrinéja visus Siuos veiksnius visumoje.

Visuma gyvy organizmy, kartu su juos supancia aplinka bei saveika tarp jy,
vadinsime ekosistema, o pacius organizmus — individais. Grupe vienos rusies
individy, uzimanc¢iy konkrecia teritorija ir dauginimosi procese perduodanciy
genetine informacija savo palikuonims, vadinsime populiacija. Modeliuojant
kokia nors ekosistema individai populiacijose paprastai skirstomi j grupes pagal
tam tikras savybes, apibréziancias jy i8likima, dauginimasj ir t.t. Kiekvienoje
tokioje grupéje individai privalo turéti panasias savybes, lemiancias jy vystymasj
populiacijoje ir ekosistemoje. Jeigu grupiy skaicius yra baigtinis, tai populiacija
(populiacijas) kiekvienu laiko momentu ¢ galima apibrézti n-madciu vektoriumi

x(t) = (21(t), ..., 2z, (¢));

¢ia n — grupiy skai¢ius, o z;(t) yra i-tos grupés dydis (individy skai¢ius uzimamos
teritorijos vienete) laiko momentu ¢, arba kokia nors kita kiekybiné charakteris-
tika. Visos populiacijos dydis

plt) = > i)

Pozymiai pagal kuriuos individai populiacijose gali buti skirstomi j grupes gali
tureti tolydzig struktirg. Pavyzdziui amzius, svoris ir t.t. Siuo atveju popu-
liacija yra apibréziama tam tikra tankio funkcija. Tarkime, populiacijos individy
amziy a laiko momentu ¢ apibréZia tankio funkcija p(a,t). Tai reiskia, kad bet
kokioms parametry a; < ag reikSmeéms individy amziaus a € [a1,as] skaicius
populiacijoje laiko momentu ¢ lygus

az

plai,az,t) = /p(a,t) da.

ai

Visy individy skai¢ius populiacijoje laiko momentu ¢ lygus

oo

mw:/mem.

0

Gimstamuma populiacijoje nusako naujy palikuoniy atsiradimas per laiko
vieneta. Daznai naudojama santykinio gimstamumo savoka. Ja nusako naujai
gimusiy per laiko vieneta ir visy populiacijos individy santykis. Mirtinguma
populiacijoje nusako zZuvusiy individy skai¢ius per laiko vieneta. Daznai nau-
dojama santykinio mirtingumo sgvoka. Ja nusako mirusiy individy per laiko
vieneta ir visy populiacijos individy santykis.
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Populiacijos individy augimo dinamikos modeliai sudaromi i§ balanso lygties

p(t + At) = p(t) + g(t, At) — q(t, At) + h(t, At); (1.58)

¢ia p(t) — populiacijos individy skaifius laiko momentu ¢, g(¢, At) — gimusiy
individy laiko intervale [t,t + At] skaiius, ¢(t, At) — mirusiy individy laiko in-
tervale [t,t + At] skaiGius, h(t, At,) — atvykusiy ar iSvykusiy (dél migracijos)
individy laiko intervale [t,¢ + At] skai¢ius. Bendru atveju reiskiniai g, ¢ ir h
priklauso nuo sistemos resursy r, fiziniy gyvenimo salygy, vidiniy populiaci-
jos charakteristiky (amZiaus ir genetinés sudéties) ir nuo saveikos su kitomis
jeinan¢iomis j ekosistema populiacijomis. Atkreipsime démesj j tai, kad gyven-
imo salygy, resursy ir vidiniai populiacijos charakteristiky pasikeitimai veikia
gimstamuma, mirtinguma bei migracija tik po tam tikro laiko. Todél butina
atsizvelgti j ekosistemos prieSistorija.

Sudarant ekologinius modelius nejmanoma i$ karto atsizvelgti j visus fakto-
rius, veikian¢ius populiacija. Todél esminiais paprastai laikomi vienas arba keli
faktoriai. Pavyzdziui, tegu neesminiais yra laikomi vidiniai populiacijos charak-
teristiky pasikeitimai bei priesistorija. Be to, tegu individy gyvenimo salygos
yra stacionarios (gimimo, mirimo ir individy migracijos grei¢iai nepriklauso nuo
laiko t). Tada

g(t7 At>pa T) = g(p,T) : At7

Q(t, At,pv 7“) = q(pv T‘) ! Atv
h(t,At.p,r) = h(p,r) - At.

Siuo atveju ekosisitemos su n populiacijomis ir m resursais dinamikos lygtis
galima uzrasyti taip:

(1.59)

pi(t + At) = pi(t) + [gi(p,7) — qi(p,v) + hi(p, )| At,
ri(t+ At) = r;(t) + d;(p, ) At;

¢ia p;(t) yra i-os populiacijos individy skai¢ius laiko momentu ¢, r;(t) yra j-
ojo resurso kiekis laiko momentu ¢, d; yra j-ojo resurso kitimo greitis, p =
(p1y---sDn)y 7 = (r1,...,7m). Jeigu populiacijy kitimas yra tolydus, tiksliau
funkcijos p; yra diferencijuojamos, tai (1.59) sistema galima perrasyti taip:

{pi(t) = gi(p,7) = @i(p,7) + ha(p,7), (1.60)

Nagrinéjant (1.60) sistema kartais patogu pereiti prie santykiniy koeficienty:
9i = 9i/Pi» @ — Gi/Pis  hi — hi/pi.

Tada turime sistema

{pi(t) = pi[9i(p,7) — ai(p,7) + ha(p, )] (1.61)

75(t) = dj(p,7).
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Jeigu ekosistemoje resursy yra neribotas skai¢ius, tai (1.59) — (L.61) sistemose
antraja grupe lygéiy galima atmesti. Siuo atveju kiekvienai individy populia-
cijai yra jvedami tam tikri parametrai, nusakantys didziausia individy skai¢iy
duotoje aplinkoje ir jais, pirmoje lyg¢iy grupéje yra pakei¢iamas vektorius r.

P astaba. Sudarant ekosistemy dinamikos modelius kartais norima istirti
ne paciy populiacijy dinamika, o ju tankiy dinamika. Siuo atveju lygéiy iSve-
dimas yra analogiskas. Reikia tik vietoje populiacijos balanso lygties sudaryti
populiacijos tankio balanso lygtj

p(t + At) = p(t) + g(t, At) — q(t, At) + h(t, At); (1.62)

¢ia p(t) — populiacijos tankis laiko momentu ¢, g(t, At) — gimusiy individy laiko
intervale [t,t 4+ At] tankis, q(¢, At) — mirusiy individy laiko intervale [t,t + At]
tankis, h(t, At, ) — atvykusiy ar i§vykusiy (dél migracijos) individy laiko intervale
[t,t + At] tankis.

Pavyzdziai:

1. Tegu p(t) yra kokios nors populiacijos dydis laiko momentu ¢ (pvz.,
Zemés gyventojy, lydeky eZere, atomy radioaktyvioje medziagoje ir t.t.). Tada
p(t) = dp(t)/dt yra Sios populiacijos kitimo greitis laiko momentu ¢, o p(t)/p(t)
— santykinis kitimo greitis. Pastarasis yra laiko ¢ ir populiacijos p funkcija, t.y.

== f(t,p). (1.63)

Uzdaroje sistemoje

¢ia g(t,p) — santykinis gimimo, o ¢(t,p) — santykinis mirimo grei¢iai. Jeigu
funkcijos ¢ ir ¢ yra Zzinomos, tai nagrinéjamos populiacijos dinamika apraSo
(L.63)) lygties sprendinys p = p(t). Tarkime, laiko momentu ¢ = t; populiacija
yra zinoma, t.y.

p(t()) = Po- (164)

Tada nagrinéjamas populiacijos uzdavinys susiveda j tokj Kosi uzdavinj: rasti
diferencijuojama intervale [tg, 0o0) funkeija p = p(t), kuri tenkinty (1.63)) lygtj ir
(1.64) pradine salyga.
Paprasciausiu atveju, kai populiacijos santykinis kitimo greitis yra pastovus,
t.y.
f(t,p) =k = const, Y(t,p) € R?,

(L63) lygti (Malthus modelis) galima perrasyti taip:

d

Suintegrave Sig lygti, gausime

In|p(t)| =kt +In|C| <= p(t) = Ce*.
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Konstanta C' randama i§ (1.64) salygos, t.y.
p(to) = po = Ce*™.
Todél nagrinéjamos populiacijos evoliucija aprasoma lygtimi
p(t) = poetti=1o). (1.65)

Pastaba. Is (1.65) formulés isvedimo iSplaukia, kad Vp, € R Kosi uz-
davinys
p(t) = kp(t), p(to) =po

turi vienintelj sprendinj. Be to, sprendinys p(t) — oo (neapréztai auga), kai
t — 00, jeigu k > 0, p(t) — 0 (nyksta), kai t — oo, jeigu k < 0 ir p(t) = po, kai
k = 0. Sprendiniy kitimas p aSyje geometrigkai pavaizduotas [1.15] paveikslélyje.

k<0 k>0

0 0
1.15 pav.

Atvejis, kai funkcija f yra pastovi apraSo dvi skirtingas situacijas: pop-
uliacija p neapréztai didéja arba nyksta. Dazniausiai abu Sie modeliai yra
nerealus. PavyzdZziui, neapréztai didéjanti populiacija yra galima tik tokioje
aplinkoje, kurios resursai yra neaprézti. Norint sustabdyti neaprézta augima,
galima jvesti atraktoriy p* > 0, t.y. tarti, kad egzistuoja tokia ribiné populiacija
p*, kad

f(t,p) <0, kai p>p".

Funkcijy, tenkinanciy 8ia salyga, yra be galo daug. Paprasciausia i$ jy yra
tiesiné funkcija
ft.p)=a—kp=k(" —p), pek;
¢ia k — teigiama konstanta, o = kp*. Istate taip apibrézta funkcija f i (1.63)
lygti, perraSysime ja taip .
p *
= =k(p* —p). (1.66)
p
Pastaroji lygtis yra vadinama aprézto augimo lygtimi. Atskyre joje kintamuo-
sius, gausime
dp
———— =dt, pFO0,pFp".
k(p* —p)p

Reiskinys

1 1 1 1
(el
(p*=pp \p p*—p/p
Todél

1/p*k

i o = (e~ nlp - pl) =1n |2
| = nlp| —In|p—p*[) =In
kJ (p*—pp  kp* p—p*
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ir yra teisinga formulé
1/p*k
= Ceé'. (1.67)

’ P
p—p*
Kai t = to, populiacija p(tg) = po. Tarkime, pg # 0 ir py # p*. Tada

‘ Po — Ceto

Po — p*

ir pastaraja formule galima perrasyti taip
(t)‘ _|P@) =P —to)kp”
Po Po — p*

Is (1.67) formulés isplaukia, kad p(t) # 0 ir p(t) # p*,Vt > to. Todél reiskiniai
p(t)/po ir (p(t) — p*)/(po — p*) yra teigiami ir modulio Zenkly galime nerasyti

]ﬂ _ p(t) - p* e(tfto)kp* )
Po Po — p*
Issprende Sia lygti p atzvilgiu, gausime
) = P po
po + (p* —po)ekp(t=to)’

vt € R. (1.68)

Is pastarosios formulés matome, kad:
1. p — p* didédama, jei py < p*,
2. p — p* mazédama, jei pg > p*,
3. p=p*, jel po = p*.

Taigi, jeigu py # 0 ir pg # p*, tai funkcija p, apibrézta (L.68)) formule, yra
vienintelis Ko$i uzdavinio

p=kp(p* —p), pto) =po

sprendinys. Kai py € (0,p*), taip apibrézta funkcija p yra didéjanti, o kai
po > p* — mazéjanti. Be to, kai t — oo, p(t) — p*. Funkcijos p antroji iSvestiné

B(t) = 7 (kp(p" = p)) = kp(p” — 2p) = E*p(p* —p)(p* — 2p).
I8 ¢ia gauname, kad
p>0, kai pe(0,p"/2)U(p*,+0o0)

ir
p<0, kai pe(p*/2,p").
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Be to, p = p*/2 yra trajektorijos vingio tagkas. Aprézto augimo lygties spren-
diniy kitimas kintamuyjy (p,t) plokStumoje ir tieséje p pavaizduotas [1.16, [T.17
paveiksléliuose.

p

Pl TR

1.16 pav. 1.17 pav.

2. Analogiskai nagrinéjamas dviejy populiacijy saveikos modelis. Tegu p;(t)
yra kokios nors rusies auky, o ps(t) — grobuoniy populiacijos (pvz. kiskiai —
lapés). Tada kiekviena populiacija turi tenkinti "augimo lygtj," kurios desinioji
pusé turi priklausyti ir nuo kitos rusies populiacijos, t.y.

P1/p1 = fi(t,p1,p2), D2/p2 = fa(t,p1,p2), (1.69)

Taigi gavome dviejy susijusiy pirmosios eilés diferencialiniy lygéiy sistema. Tar-
kime, kad grobuonis maitinasi tik aukomis, o auky maistas yra neribotas. Toks
dviejy populiacijy modelis vadinasi RGuber—Beute modeliu. I$skirsime du gal-
imus §io modelio atvejus.

Tarkime, kai grobuoniy néra, auky populiacijos santykinis augimo greitis
pastovus, o kai grobuonys yra, §is greitis mazéja proporcingai grobuoniy skai-
¢iui, t.y.

J1(t,p1,p2) = a1 — vop2 = va(p5 — p2), Vv2,p; > 0;
Cia 19, p5 — teigiamos konstantos, a; = vop5. Be to, tegu grobuoniy populiacijos
santykinis nykimo greitis kai néra auky yra pastovus, o, kai aukos yra, grobuoniy
populiacijos santykinis augimo greitis yra proporcingas auky skai¢iui, t.y.

fa(t,p1,p2) = vap1 — a2 = vi(p1 — pY);

¢ia vy, p; — teigiamos konstantos, as = v1p;. Tada (1.69) lyg¢iy sistema galima
perrasyti taip

p1 =v2(p3 —p2)p1, P2 = vi(p1 — pi)pa. (1.70)
Pastaroji sistema vadinama Voltera—Lotka lygciy sistema. Ji turi du pusiaus-
vyros taskus: (0,0) ir (p},p3), t.y. taskus kuriuose sistemos deSiniosios pusés
lygios nuliui. Biologine prasme turi tik antrasis pusiausvyros tagkas. ISsiaiskin-
sime kaip elgiasi sistemos trajektorijos jo aplinkoje. Tuo tikslu padauginkime
pirmaja (1.70)) sistemos lygtj i§ v1, o antraja i$ vo ir gautus reiSkinius sudékime.
Tada gausime lygtj

V1P1 + VoPa = Val1paP1 — VaViPiPa.
Kai p; # 0 ir pa # 0 (1.70) sistemos lygtis galima perraSyti taip:
P2

_ * pl _ *
Vopa = VoPgy — —, Vip1 =Vipy +
b1 D2
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Todél reiskinys
. . pQ * pl
V1P1 + VoPa = Vaps (V1PT + *) — v1p] (V2p2 - *>
P2 P

Suprastine vienodus narius, gausime lygti

. . «D1 « D2
V1p1 + Vopo = v1p;— + VaPo—.
b1 D2

Jos bendrajj integrala
vip1 + vope = vipiInpr + vopsInps —Inc

galima perraSyti taip:
hi(p1) - ha(p2) = ¢

ia hy(p1) = py"P e P hy(ps) = py-t2e”V2P2 ¢ — laisva konstanta. Funkcijos
hi, he yra to paties pavidalo. Intervale (0, 00) jos yra teigiamos ir turi vienintelj
maksimumsg taskuose pj, ps (zr. [I.18 pav.).

h17h2

| i p3 P12
1.18 pav.
Todél siy funkcijy sandauga

H(p) = hi(p1) - ha(p2), p1>0,p2 >0

taip pat yra teigiama ir turi vienintelj maksimuma taske p* = (p7, p5). Be to,
jeigu bent vienas i§ kintamyjy py, pe artéja j 0 arba j co, tai H(p) — 0. I8 ¢ia i§-
plaukia, kad funkcijos H lygio kreivés, apibréztos lygtimi H (p) = ¢, yra uzdaros
kreivés, supancios taska p*. Taciau Sios kreivés yra (L.70) sistemos trajektori-
jos. Taigi tagkas p* yra Sios sistemos centro tagkas, t.y toks taskas kai visos
pakankamai artimos jam trajektorijos yra uzdaros.

Voltera—Lotka lyg¢iy sistemos krypéiy laukas (7r. 2.1 skyrelj) pavaizduotas
1.19) o trajektorijy elgesys pusiausvyros tasko p* aplinkoje —1.20) paveiksléliuose.

2 ) . | . 2
p p1<0 p1<0 p

152<0/ | \ p2>0

i f-d bt

p1>0 | p1>0
p2<0 4 — p2>0
i Dp1 P

1.19 pav. 1.20 pav.
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Is bendros teorijos Zinoma (7r. [4.1 skyrelj), kad uzdaras trajektorijas atitinkan-
¢ius sprendinius galima pratesti j visg realiy skaiCiy a8 ir gauti sprendiniai yra
periodinés funkcijos, t.y. egzistuoja toks teigiamas skaicius w, kad

p(t+w)=p(t), VteR.

Tai reiskia, kad kiekviena i§ populiacijy p1,ps periodiskai svyruoja. Tiksliau,
jeigu plésruny yra pakankamai mazai (p2 < p3), tai auky skaicius didéja, neprik-
lausomai nuo to ar plésruny daugéja ar mazéja. Taciau kai plésruny skaicius
yra pakankamai didelis (pa > p}), tai auky skai¢ius mazéja. Analogiska situacija
yra ir su aukomis. Jeigu auky skai¢ius yra pakankamai maZas (p; < p7), tai
plésruny skai¢ius mazéja, nepriklausomai nuo to ar auky daugéja ar mazéja.
Taciau kai auky skai¢ius yra pakankamai didelis (p; > p7), tai plésruny skaicius
auga.

Voltera—Lotka sistema galima modifikuoti taip, kad auky populiacijos augi-
mas nebuty pastovus nesant grobuonims. Pagal analogija su aprézto augimo
lygtimi sudarome sistema

p1 = (o1 —vipa —11p1)p1, P2 = (Vap1 — 2 — Y2p2)pa; (1.71)
¢ia o, ag, 11, 9, v1, Y2 — teigiamos konstantos. Pastarosios sistemos pusiausvy-
ros tagkai (0,0), (0,—a2/v2), (a1/7,0), (p},p3) yra algebriniy lygéiy sistemos

(or —v1p2 — 11p1)p1 = 0,
(vap1 — a2 — y2p2)p2 = 0
sprendiniai. Ketvirtasis tagkas su koordinatémis
« 172 + ool V2 — oM
h=—""7"""F"T—">H Po=—_—_ T
M2 + VY2 MNy2 +vive
yra tiesiy
li:ar —vipa —y1p1 =0, la2:vepr —az —72p2 =0
sankirtos taskas. Jis turi biologine prasme tik tuo atveju, kai

vy — agyp > 0 <= py > 0.

Atkreipsime démesj j tai, kad tiesés l; taskuose p; = 0, t.y. krypties vektoriai
yra lygiagretus po aSiai, o tiesés lo taskuose po = 0, t.y. krypties vektoriai yra
lygiagretus p; aSiai.

Parage (I.71) sistemos pirmajj artinj tagko p = (p1,p=2) aplinkoje (7zr. [5.2
skyrelj), gausime matrica!

A(p) = a1 — VP2 — 271P1 —v1p1 .
V2P Vop1 — Qg — 27¥2p2

I Dviejy autonominiy diferencialiniy lygéiy sistemos @ = f(x) pirmasis artinis pusiausvyros
tasko z = ¥ aplinkoje yra tiesiné sistema & = A(Z)(x — %), kurioje matrica
A(i’) _ flzl (%) flm;;(%)
f2581 (x) f2302 (x)
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Pakeite ¢ia p pusiausvyros taskais, gausime matricas

Vit

a1 + 0
aq 0 [e%)
A(0,0) = . A0,-22) = 72 :
( ) ( O —ao ) 72 71/2012 o
V2
viog
A(% 0) I A(pi,p3) = ( P Vbl )
7’ 0 22U, )7 b vops  —2ps )
et

Jeigu tiesés [; ir [ pirmame ketvirtyje nesikerta, tai galima jrodyti, kad pusi-
ausvyros tasko (a1 /71, 0) aplinkoje (I.71)) sistemos trajektorijos elgiasi taip kaip
pavaizduota [1.21] paveikslélyje.

ll P2 l2

p2>0
p1<0

ar/m Pl b1

1.21 pav.

Jeigu tiesés l1, Iy kertasi pirmame ketvirtyje ir matricos A(pj,p3) tikrinés
reikdmeés \; 2 yra kompleksiskai jungtinés, tai galima jrodyti, kad (1.71)) sistemos
trajektorijos pusiausvyros tasko (pi,p3) aplinkoje elgiasi taip kaip pavaizduota
1.22] paveikslélyje

lo
b2

N p1
1.22 pav.

I8 atlikto tyrimo matome, kad net nezymus Voltera—Lotka lygéiy sistemos
modifikavimas gali i8Saukti esminj Sios sistemos trajektorijy pokyti. IS tikryjy
(L.71)) sistema jau neturi centro tasko ir jos trajektorijos néra uzdaros. Tai
yra charakteringa centry savybé. Sakoma, kad centrai yra strukturiSkai nesta-
bilus (zr. [0]). Kita galimybé atsirasti uzdaroms trajektorijoms (periodiniams
svyravimams), yra "ribinis ciklas." Ribiniai ciklai yra strukturiskai stabilus. Jie
neturi tendencijos i8nykti, nezymiai deformuojant sistema. Pateiksime pavyzdj
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sistemos kurioje, tinkamai parinkus parametry reikSmes, egzistuoja ribinis cik-
las, t.y. uzdara trajektorija, kurios pakankamai maZoje aplinkoje visos kitos
trajektorijos arba ja apsivinioja arba nuo jos nusivinioja.

3. Cholingo—Tenerio modelis. Tarkime, kai grobuoniy néra auky santyki-
nis augimo greitis p; /p1 lygus oy — y1p1, o kai grobuonys yra, §is greitis mazéja
proporcingai jy skaiCiui, t.y. dydZiu vi1ps. Bendru atveju proporcingumo ko-
eficientas néra pastovus ir priklauso nuo auky skaiciaus. IS tikryjy, realiame
gyvenime sotus grobuonys auky nezudo. Todél kuo daugiau yra auky, tuo san-
tykinai maziau juy reikia nuzudyti vienam grobuoniui, kad pasisotinty. Taigi
galime tarti, kad proporcingumo koeficientas v; yra mazéjanti kintamojo p;
funkcija. Be to, pagal biologine prasme, ji yra teigiama. Apibrézkime ja taip:

k .
d+p’

vi(p1) =

¢la k ir d — teigiamos konstantos.

Vienam grobuoniui igyventi reikalingas tam tikras auky skaic¢ius. Tarkime,
§is skaiius lygus a. Tada auky populiacija p; gali iSmaitinti p;/a grobuoniy.
Taigi grobuoniy populiacija ps neturi virSyti Sio kritinio skai¢iaus. Tarkime
toliau, kad grobuoniy populiacijos santykinis augimo greitis po/ps didéja, kai
p2 < p1/air mazéja, kai po > p1/a. Tiksliau tegu §is greitis lygus as(1—aps/p1),
ag — teigiama konstanta. Tada populiacijy pi,pe kitimo dinamika apibrézia
lygtys:

p1 = (a1 —vip1 — vi(p1)p2)p1, P2 = o (1 — apa/p1)po. (1.72)
Tegu
li:oar —mpr —vi(p1)p2 =0, la:py —ape =0.

Kreivé [ yra parabolé, kurios Sakos nukreiptos zemyn, o vir§unés koordinatés

n

1k (Ozl/’)’l +d)2 > 0.

(1/m—d), p2=

N =

D=

Ji kerta asj p; tasSkuose (—d,0), (a1/71,0). Kreivé Iy yra tiesé, einanti per
koordinagiy pradzia, su krypties koeficientu 1/a. Pirmame ketvirtyje

p1>0,p2 >0

yra vienintelis iy kreiviy sankirtos taskas (p},p3). Jo koordinatés

1
pi =5 (ar/m —d—kjay)pr + 5\/(041/’71 —d—kfam)’ +4dar /71,

1 1
P = o-(on/m —d—k/ay)pi + %\/(al/% —d—kfam)” + ddar 7.

Atvejai, kai pj > p1 ir pj < p1 pavaizduoti [1.23! ir [1.24] paveiksléliuose.
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b2 p2
12 l2
—d 13-1 ar/m P —d 13-1 ar/y1 P
1.23 pav. 1.24 pav.
Atkreipsime démesj, kad parabolés [; taskuose p; = 0, o tiesés lo taskuose
p2 = 0.

Vietoje kintamuyjy pi, po apibrézkime naujus kintamuosius

Ty =p1/p], T2 = pa2/ps.
Tada (1.72) sistema galima perraSyti taip:

k/a

_— Lo = 1-— ; 1.
d*+$1$2)$17 Ty = To/11)w; (1.73)

. *
Tr1 = (041 —Y1T1 —

¢a v = y1p;, d* = d/p;. Po tokios transformacijos kreivés l1, I pereis j kreives

k
/o,
d* + x1

I —9 e — 0=0, I5:x90=121.
Parabolé I3 kerta koordinaciy asj x; taskuose (—d*,0) ir (ay/v*,0). Jos vir§unés
koordinatés

1 . __an . 2

1 ==(a1/7f —d*), Zy= —1(011/71 +d*)” > 0.

2 4k
Parabolés I ir tiesés I3 sankirtos taskas z* = (1, 1) yra vienintelis (1.73)) sistemos
pusiausvyros taskas su teigiamomis koordinatémis.
Parase (1.73) sistemos pirmajj artinj tasko & = (#1,Z2) aplinkoje, gausime
matricay
~ k/a ~ k/a ~ ~ k/a ~
A(i’) _ Q] — 2’}/;“%1 - d*+71 X2 + (d*+51)2$1x2 _d*+:i1 T )
s /T ap — 200002 /1

Pusiausvyros taske * matrica

% k/a k/a
Mw:<‘%+wm2‘WH>.

(%) —Q2

Sios matricos determinantas

det{A(")) = o (7 — L0 4

(@ +12 " d 41

kla .d') > 0.

)zaz('ﬁer
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Matricos A(z*) pédsakas

k
SpA(z*) = —f + ( /a o

d*+1)2
gali jgyti kaip teigiamas, taip ir neigiamas reikSmes. Galima parodyti (Zr/4.5
skyrelj), kad atitinkamai parinkus parametry reikSmes pusiausvyros taskas x*
gali buti arba mazgas, arba centras, arba zidinys. Jeigu pusiausvyros taskas
x* yra zidinys, tai yra galima tokia situacija, kai Sio tasko aplinkoje egzistuoja
ribinis ciklas. (Zr. [1.25 pav.).

Z9 12

—d* a1 /vF T1
1.25 pav.

4. Konkuruojancios populiacijos. Tarkime, dviejy konkuruojanciy! populia-
cijy dinamikos lygtis galima uzraSyti taip:

pi/pi = filp), i=1,2 (1.74)

¢ia p; yra i-oji populiacija, o f; = ¢g; — m; — jos santykinis augimo greitis.
Konkuruojanéiy populiacijy saveika nusako tam tikros salygos, kurias turi tenk-
inti funkcijos f;. Siy salygy pasirinkimg apsprendzia keliami uzdaviniai. Norint
atlikti teorinj tyrima ir iSanalizuoti visus galimus ekosistemos dinamikos vari-
antus reikalaujama, kad funkcijos f; tenkinty tam tikras bendras, turincias bi-
ologine prasme, salygas (Zr. pavyzdziui [7]). Nagrinéjant realia ekosistema
funkcijos f; yra konkretizuojamos. Tiksliau jos apibréziamos parametriniu pavi-
dalu (] jas jeinantys parametrai daZniausiai turi tam tikra biologine prasme).
Yra zinoma gana daug tokiy konkre¢iy konkuruojanciy populiacijy modeliy
(7r.[7]). Viena i§ tokiy modeliy iSnagrinésime ¢ia.

Tegu dvi panaSios gyvuny populiacijas p1, ps konkuruoja tarpusavyje ir uzi-
ma tam tikra teritorija, kurios resursai baigtiniai. Tada yra galimos keturios
skirtingos juy konkurencijos baigtys:

1. Pirmoji populiacija iSgyvena, o antroji iSnyksta.
2. Antroji populiacija iSgyvena, o pirmoji iSnyksta.

3. Abi populiacijos i8gyvena.

ITerminas "konkurencija" gali turéti daug skirtingy aspekty. Jy &ia nenagrinésime. Saky-
dami, kad dvi populiacijos konkuruoja tarpusavyje, turésime omenyje tai, kad kurios nors
vienos populiacijos kitimas isSaukia prieSinga kitos populiacijos kitima.
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4. Abi populiacijos i8nyksta.

Kiekviena tokia baigtj atitinka pusiausvyros taskas. Todél populiacijas pi, p2
modeliuojancios dinamikos lygtys turi turéti keturis izoliuotus pusiausvyros tas-
kus. Taigi jos turi buti netiesinés. ISnagrinésime vieng i§ paprascéiausiy dviejy
konkuruojanciy tarpusavyje populiacijy modelj.

Tarkime, kai néra vidinés bei tarprusinés konkurencijos populiacijy p1, pe
santykiniai augimo grei¢iai p;/p1, p2/p2 yra pastovus, o kai konkurencija yra,
Sie greiCial mazéja proporcingai populiacijy individy skaic¢iui. Tada populiacijy
p1, p2 kitima galima apraSyti netiesine sistema

P1 = (1 — p1 — vip2)p1, D2 = (@2 — Vop1 — Y2p2)p2; (1.75)

Gia aq,qo,v1,V9,71,Y2 — teigiami parametrai. Parametras a; apibrézia popu-
liacijos p; santykinj augimo greitj, kai néra konkurencijos. Parametrai ; ir v;
apibrézia §io grei¢io mazéjima, kai yra vidiné bei tarprusiné konkurencija.

Pastarosios sistemos pusiausvyros taskai (0,0), (0, a2/72), (a1/71,0), (p}, P3)
yra algebginiy lyg¢iy sistemos

(cq —y1p1 — vap2)p1 =0,
(g — vap1 — y2p2)p2 =0

sprendiniai. Ketvirtasis taskas su koordinatémis

* Q172 — Qg Qa1 — Q12
= Py ——————— (1.76)
Y1772 — Vil2 Y1772 — Vil2

yra tiesiy
Ii rar —yipr —vipa =0, la:as —vopr — y2p2 =0

sankirtos taskas. Tarkime, kad toks taskas yra vienintelis. Atkreipsime démes;j |
tai, kad tiesés [; taskuose p; = 0, t.y. krypties vektoriai yra lygiagretus po asiai,
o tiesés l2 taskuose py = 0, t.y. krypties vektoriai yra lygiagretus p; asiai.

Konkurentinéje kovoje abi populiacijos gali igyventi tik tuo atveju, jeigu
(L.75)) sistema turi pusiausvyros taska su abiem teigiamom koordinatém. Pir-
mojo pusiausvyros tasko abi koordinatés lygios nuliui. Antrojo ir tre¢iojo pusi-
ausvyros tasky viena koordinaté lygi nuliui. Todél abi populiacijos gali iSgyventi
tik tuo atveju, kai ketvirtojo tasko koordinatés yra teigiamos, t.y. kai tieseés [y,
I kertasi pirmame ketvirtyje (zr. [1.20, [1.27 pav.).

D2 D2
042/’72‘
Ozl/Vl
a1/ /728
s /vy 041771 p1 041771 agve D1

1.26 pav. 1.27 pav.
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Is (I.76) formuliy matome, kad pf > 0 ir p5 > 0, jeigu
a1y < agrr, aom < aivp ir Y172 < Vive

arba
Q172 > Qal1, QY1 > (Vg ir Y17Y2 > Vila.

Sios salygos apibrézia tiesiy Iy, o tarpusavio padétj plokstumoje. Todél pakanka
iSnagrinéti atvejj, kai yra patenkinta kuri nors viena i§ 8iy salygy. Tarkime,
patenkinta pirmoji salyga (Zzr. [1.20 pav.). Tada galima jrodyti, kad abiejy
populiacijy iSnykimas yra negalimas, nes, kai t — oo, néra nei vienos trajektori-
jos, kuri jeity j koordinaciy pradzia. Abiejy populiacijy iSgyvenimas yra labai
retas rei8kinys, nes, kai ¢ — oo, ] pusiausvyros taska jeina tik dvi trajektorijos
(separatrisés). Visos likusios trajektorijos jeina j pusiausvyros taska (0, aa/v2)
arba ] pusiausvyros taska (ay/7v1,0). Jeigu trajektorija jeina j pirmajj i§ 8iy
tasky, tai iSnyksta populiacija p;, o jeigu ] antrajj, tai populiacija ps. Todél
galima tvirtinti, kad jeigu yra patenkinta pirmoji i§ minéty dviejuy salygy, tai
konkuruojant dviem populiacijom viena i$ jy daZzniausiai iSnyksta. Trajektorijy
elgesys pusiausvyros tasky aplinkoje pavaizduotas [1.28 paveikslélyje.

D2
042/’)’2‘
N\
\
N\
\
N\
-~ ok
\\ -
\ =~ -
\, ~ .
0 Oél/")’l D1

1.28 pav.



2 SKYRIUS

PIRMOS EILES DIFERENCIALINES
LYGTYS

2.1 PIRMOSIOS EILES PAPRASTOSIOS DIFERENCIALINES
LYGTYS ISREIKSTOS ISVESTINES ATZVILGIU

Tegu G yra sritis ploks§tumoje R?, f € C(G) ir funkcija y = o(x), x € {(a,b) yra
pirmos eilés paprastosios diferencialinés lygties

y' = f(z,y). (2.1)

sprendinys. Funkcija y = p(z) srityje G apibrézia kreive {. Kreivé [ vadinama
integraline kreive. Kiekvienam taskui (z,y) C G priskirkime atkarpa su krypties
koeficientu k = f(x,y), einandia per §] taska. Tokiy atkarpy visuma srityje G
apibrézia krypciy laukq, atitinkant] (2.1) lygt (zr. 2.1 pav.).

Y

2.1 pav.

Pagal apibrézima kreivé | C G yra integraliné tada ir tik tada, kai ji yra
glodi ir jos liestinés krypties koeficientas kiekviename taske (z,y) sutampa su
f(x,y). Taigi (2.1) lygtis apibréZia sarysj tarp kiekvieno integralinés kreivés
tasko ir jos liestinés krypties koeficiento tame paciame taske. Kartais Sis sarySis
leidzia gauti kokybinj integraliniy kreiviy vaizda tiesiogiai i§ pacios lygties, jos
tiksliai nesprendziant. Norint apytiksliai nubrézti inegralines kreives is pradziu
tikslinga rasti geometrine vietg tasky, kuriuose krypéiy laukas yra pastovus. Si
geometriné vieta tasky vadinama izokline. Izoklinés yra apibréziamos lygtimi
fz,y) =k.

Pavyzdziai:

1. Nagrinésime lygtj
Y = y/a. (2.2)

Kiekviename tagke (z,y) € R?, isskyrus koordinaciy pradzios tagka, iesko-
mos integralinés kreivés krypties koeficientas k = y/z, t.y. sutampa su
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tiesés, einancios per koordinaiy pradzia ir taska (x,y), krypties koefi-
cientu (zr. 2.2 pav.).

Y Y
\ 4
\ / — ~
N \\\ l// 7 // £ \\
S, T 20 BN
N A2 N
’.—;; ::‘ m T T l|--|| T T x
P R \ N NE2
-7, OO N P
VAN IATARN N 4
/ \ SNl -7
AR
2.2 pav. 2.3 pav.

Todél (2.2)) lygties integralinés kreivés yra pustieseés

y=kx, keR, x#0.

. Nagrinésime lygtj

/

Y =—z/y. (2.3)
Kiekviename ieSkomos integralinés kreivés taske, iSskyrus koordinaciy pra-
dzios taska, liestinés krypties koeficientas k = —z/y. Kadangi —z/y-y/x =
—1, tai kryp¢iy laukas sukonstruotas pirmame pavyzdyje yra ortogonalus
(2.3) lygties kryp¢iy laukui (zr. 2.3 pav.). Kartu galime tvirtinti, kad
(2.3) lygties integralinés kreivés yra pusapskritimiai

2 +y°=d% a€R, y#0
su centru koordinaciy pradzioje.
. Nagrinésime lygtj
y =—y/x, x#0. (2.4)

I8 pradziy rasime geometrine vieta tasky, kuriuose krypéiy laukas turi
ta patj krypties koeficienta k. Priminsime, kad taip apibrézta aibé tasky
vadinama izokline. Nagriné¢jamu atveju izoklinés yra pustiesés

—y/lx=key=—kx, x#0.

Ju taskuose laukas turi ta pacia kryptj (zr. 2.4] pav.).
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2.4 pav.

Nubréze pakankama skaiciy izokliniy galime spéti, kad integralinés kreivés
yra hiperboliy Sakos. I8 tikryjy, atskyre (2.4) lygtyje kintamuosius (7r/2.2
skyrelj) ir gauta lygt] suintegrave, gausime, kad integralinés kreivés yra
hiperboliy, apibrézty lygtimi

y=c/x, x#0, ceR
Sakos.

I8 8iy pavyzdziy matome, kad diferencialiné lygtis turi be galo daug spren-
diniy. Bendru atveju Siuos sprendinius galima apibrézti lygtimi

O(x,y,¢) =0
arba lygtimi isreiksta kintamojo y atzvilgiu

y = ¢(z,c).

Norint i3 jy i8skirti kokj nors vieng reikia pareikalauti, kad sprendinys ten-
kinty kokia nors papildoma salyga. Dazniausiai tokia salyga apibréziama taip:

y(wo) = yo (2.5)

Si salyga yra vadinama pradine arba Kosi salyga. Jeigu (2.1) lygti nagrinésime
kartu su (2.5) salyga, tai tokj uzdavinj vadinsime pradiniu arba Ko§i uZdaviniu.

Apibrézimas. Sakysime, tolydi funkcija y = ¢(z, ¢), apibrézta kokioje
nors srityje D C R?, yra (2.1) lygties bendrasis sprendinys srityje Go C G, jeigu

1. Y(zo,y0) € Gy lygtis
Yo = (0, )
turi vieninitelj sprendinj ¢y = ¢(xo,yo)-

2. Tagkas (xg,co) € D ir y = p(x, ) yra (2.1), (2.5) Kosi uzdavinio spren-
dinys.
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Sprendinj y = ¢(x, ¢p), gauta i§ bendrojo sprendinio paémus konkreéia konstan-
tos ¢ = ¢g reik8me, vadinsime atskiruoju (2.1) lygties sprendiniu.

Pastaba. Analogiskal apibréziami bendrasis ir atskirasis (2.1) lygties
sprendiniai neiSreiksti iSvestinés atzvilgiu. Kartais tokie sprendiniai vadinami
bendruoju ir atskiruoju 8Sios lygties integralais.

Nagrinéjant (2.1)),(2.5) Kosi uzdavinj patogu lygiagreéiai nagrinéti integrali-
ne lygti

y(@) = yo + / F(s.5(s)) ds. (2.6)

Apibrézimas. Funkcija y = ¢(z),z € (a,b) yra (2.0) integralinés
lygties sprendinys, jeigu

1. ¢ € C{a,b).
2. (z,p(x)) € G, Vz € {a,b).

3. pz) =yo+ f f(s,0(s))ds, Vax € (a,b).

Zo

Jeigu tolydi funkcija y = () yra (2.0) integralinés lygties sprendinys,
tai ji yra tolydziai diferencijuojama, tenkina (2.1)) lygtj ir (2.5) pradine sa-
lyga. Atvirkstinis teiginis taip pat yra teisingas. Jeigu funkcija y = o(x)
yra (2.1),(2.5) Kosi uzdavinio sprendinys, tai ji yra (2.6) integralinés lygties
sprendinys.
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2.2 SPRENDINIY EGZISTAVIMAS, VIENATIS, PRATESIMAS

Siame skyrelyje be jrodymo! pateiksime kai kuriuos teiginius i§ paprastyjy di-
ferencialiniy lygc¢iy teorijos. Nagrinésime vienos lygties su viena neZinomaja
funkcija atveji. Tiksliau nagrinésime pirmosios eilés paprastaja diferencialine
lygti, iSreiksta iSvestinés atzvilgiu

Y = flz,y), (z,y)€G; (2.7)

¢ia G — sritis plokstumoje R?, fe C(G).
Priminsime, kad funkcija ¢ : {a,b) — R yra (2.7) lygties sprendinys, jeigu:

1. Funkcija ¢ yra diferencijuojama intervale (a, b).
2. Tagkas (z,¢(x)) € G, Yz € {(a,b).
3. Teisinga tapatybé ¢'(z) = f(z, p(x)), Y € (a,b).

Be to, sprendinio apibrézimo sritis yra intervalas, t.y. jungioji aibé. Pavyzdziui,
funkcija y = (¢ — z) ! apibrézta Va # c (7r. 2.4 skyrelj) néra lygties

y =y (2.8)

sprendinys plokitumoje R2, nors visos trys apibrézimo salygos yra patenkintos.
Antra vertus, funkcija y = (¢ —x) !, apibréZta intervale (—oo, ¢) arba intervale
(¢, ), yra Sios lygties sprendinys.

2.1 teorema. Tegu f yra tolydi srityje G funkcija. Tada ¥ (x,yo)EG egzis-
tuoja bent vienas (2.7)) lygties sprendinys y = p(z), x € (a,b) toks, kad p(zg) =
Yo-

Teoremoje tvirtinama, kad per kiekvieng taska (xg,yo) € G eina bent viena
(2.7) lygties integraliné kreiveé, jeigu tik funkcija f yra tolydi srityje G. Karu
yra galima ir tokia situacija, kai per viena srities G taska eina kelios (2.7)) lygties
integralinés kreivés. Pavyzdziui, lygties

y' =2v/]yl

desinioji pusé yra tolydi funkcija visoje plokstumoje R?. Pagal 2.1 teorema per
kiekvieng taska (x¢,v0) € R? eina bent viena $ios lygties integraliné kreive.
Tiesiogiai galima jsitikinti, kad funkcija p(z) =0, kai « € (—o0, 00), o taip pat
funkcijos:

(x —¢)?, kaix € (c,00);

0, kai z € (—o0, )

ir
—(z—¢)?, kaiz € (—o0,c);
play= 4 (7 ez
0, kai x € (¢, +00),

Hrodymus galima rasti [3] knygoje.
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tenkina pastaraja lygti. Tarp §iy funkcijy yra be galo daug tokiy, kurios tenkina
salyga ¢(zo) = 0 (pakanka paimti ¢ > z¢ pirmu atveju ir ¢ < zy antru atveju).
Todél per taska (z9,0) eina be galo daug nagrinéjamos lygties integraliniy
kreiviy.

Apibrézimas. Sakysime, sritis G yra vienaties sritis (2.7) lygciai,
jeigu bet kokie du jos sprendiniai, apibrézti intervale (a, b) ir sutampantys taske
xo€({a,b), sutampa visame intervale (a, b).

2.2 teorema. Tarkime, funkcijos f daliné iSvestiné f, egzistuoja ir yra tolydi
srityje G. Tada sritis G yra vienaties sritis (2.7) lygciai.

Jeigu funkcija f ir jos daliné iSvestiné f, yra tolydzios srityje G, tai pagal 2.2
teorema per kiekvieng srities G taska eina lygiai viena (2.7)) lygties integraliné
kreivé. Taciau kartais §i savybé islieka ir tuo atveju, kai funkcija f yra tik tolydi.
Pavyzdziui lygtis

y/ = f(x)g(y), xe(a, b)7 ye(c7 d) (29)
kiekvienam zg€(a,b), yo€(c,d) turi vienintelj sprendinj, tenkinantj pradine sa-
lyga

y(xo) = yo, (2.10)
jeigu
feC(a,b), ge Clc,d) ir g(y) # 0, Vye(c, d).
Tuo lengvai galime jsitikinti (Zr. 2.3 skyrelj), jeigu atskirsime kintamuosius ir
gauta lygtj suintegruosime. Taigi sritis

G= {(x7y) : x€(a,b), yE(C7 d)}

yra vienaties sritis (2.9) lygéiai, nors desinioji §ios lygties pusé yra tik tolydi.
Isskirsime kelis atvejus, kai galima garantuoti sprendinio egzistavima ir vie-
natj visoje nagrinéjamoje srityje.

2.3 teorema. Tegu funkcija f yra tolydi juostoje
G=A{(z,y):a<z<b —00<y< oo}
ir kintamojo y atzvilgiu tenkina LipSico salyga
F@y) — f@ )| < L@y -3l V@), @5 e, LeClab). (211)

Tada V(zo,y0) € G egzistuoja vienintelis (2.7), (2.10) Kosi uZdavinio sprendi-
nys y = ¢(x), apibréztas visame intervale (a,b); ¢ia skaiciai a ir b gali jgyti bet
kokias reiksSmes, net ir simbolius +oo.

2.4 teorema. Tegu funkcija f yra tolydi juostoje
G=A{(z,y):a<z<b —00<y< oo}
ir kintamojo y atzvilgiu tenkina Lipsico salyga
F@,y) = F@p < Lly—gl, V(e.y). @5 G, L=const.  (212)

Tada Y(xo,y0) € G egzistuoja vienintelis apréztas (2.7), (2.10) Kosi uzdavinio
sprendinys y = ¢(x), apibréZtas visame segmente [a, b].
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Apibrézimas. Teguy = ¢(x),x€{a,b) ir y = (), x€{a, f) yra (2.7)
lygties sprendiniai. Be to, tegu {(a, 8) C (a,b) ir

p(x) = (), Veele,f).

Tada sakysime, kad sprendinys y = v (z) yra sprendinio y = ¢(x) siaurinys, o
sprendinys y = ¢(x) yra sprendinio y = ¥ (x) tesinys.

Kiekviena (2.7) lygties sprendinj, apibrézta intervale (a,b], galima pratesti
i deSine, o sprendinj, apibrézta intervale [a,b), galima pratesti i kaire. Jeigu
y = (), z€(a,b) yra (2.7) lygties sprendinys ir jo negalima pratesti nei j kaire
nei j desine, tai toks sprendinys vadinamas nepratesiamu, o intervalas (a,b) —
maksimaliu sprendinio egzistavimo intervalu.

2.5 teorema. Tarkime, funkcija f ir jos daliné i§vestiné f, yra tolydZios sri-
tyje G ir (xo,yo) — laisvai pasirinktas taskas srityje G. Tada egzistuoja vienintelis
(2.7) lygties pilnasis sprendinys y = ¢(x), apibréztas maksimaliame intervale
(a,b), tenkinantis (2.10) salyga. Be to, taskas xo€(a,b) ir, kai x — a + 0 arba
kai v — b — 0, taskas (x,(x)) artéja j srities G kontura 0G.

Toliau kalbédami apie diferencialinés lygties sprendinj, jeigu nenurodyta
priesingai, visada turésime omenyje pilnaji sprendinj.

Tegu G = {(z,y) :a < x < b, —00 < y < oo} ir f yra tiesiné kintamojo y
atzvilgiu funkcija, t.y.

f(z,y) =p(x)y +q(z), p,q€C(a,b).

Tada V(zo,yo) € G tiesiné lygtis

y' =p(@)y+q(2)
turi vienintelj sprendinj, apibrézta visame intervale (a,b), tenkinantj (2.10)) sa-
lyga. I8 tikryjy, funkcijos f daliné igvestiné f, = p € C(a,b). Todél 2.3 teore-
moje galime imti L = p.

Tegu G = {(z,y) :a <z <b, —00 <y < oo} ir yra teisinga nelygybé

|fy(z.y)| < L, V(z,y) € G, L= const.

Tada V(xo,y0) € G egzistuoja vienintelis apréztas (2.7), (2.10) Kosi uzdavinio
sprendinys, apibréztas visame segmente [a,b] (Zr. 2.4 teorema). I pastarosios
nelygybés iSplaukia, kad funkcija f kintamojo y atZzvilgiu auga ne greiciau uz
tiesine funkcija. Tuo atveju, kai funkcija f kintamojo y atzvilgiu auga grei¢iau
uz tiesine funkcija, situacija gali i esmeés pasikeisti. Tiksliau, gali atsitikti taip,
kad sprendinio negalima pratesti j visa intervala (a,b) arba pratestas | visa
intervaly (a,b) sprendinys néra apréztas. Pavyzdziui, funkcija f(x,y) = y? yra
apibrézta ir diferencijuojama visoje plokitumoje R2. Todél per kiekviena Sios
plokstumos tagka eina lygiai viena lygties

¥y =Yy
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integraliné kreivé. I§ pirmo Zvilgsnio atrodo, kad néra jokiy kliuc¢iy sprendi-
nj neribotai pratesti tiek j kaire, tiek j deSine. Tafiau taip néra. Siuo atveju
funkcija f kintamojo y atzvilgiu auga kaip kvadratiné. Todél negalime tvir-
tinti, kad egzistuoja pastarosios lygties sprendinys, apibréztas visame intervale
(—00, 00) ir tenkinantis laisvai pasirinkta pradine salyga y(xo) = yo. I8 tikryjuy,
§i lygtis turi sprendinj y(z) = 0, apibrézta visame intervale (—oo, 00). Likusius
sprendinius (Zr. 2.3 skyrelj) galima apibrézti formule

y=(c—=z)"

¢la x > ¢ arba x < ¢, ¢ — laisva konstanta. Tegu yg # 0. Tada i§ salygos
y(xo) = yo randame, kad ¢ = xo + y; *. Vadinasi, sprendinys

1

xo—l—yo_l—x

yra apibreztas arba intervale (—o0o, zo+yg '), arba intervale (xo+yg !, 00). Taigi
maksimalus sprendinio egzistavimo intervalas nesutampa su visa tiese. Be to,
kai = artéja i intervalo (—oo,z¢ + yy ') arba intervalo (z + yg ', 00) krastinius
taskus, taskas (z,y(z)) artéja i begalybe.

P astaba Visi Sie teiginiai apie sprendiniy egzistavima, vienatj ir prate-
sima, i8lieka teisingi ir normaliajai paprastyjy diferencialiniy lyg¢iy sistemai.
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2.3 LYGTYS SU ATSKIRIAMAIS KINTAMAISIAIS

Vienos i$ papras¢iausiy pirmos eilés diferencialiniy lygé¢iy yra lygtys su atskiria-
mais kintamaisiais
dy _ f(z)

=== 9(y) #0. 2.13
dr g(y) W (219

Sig lygti patogu perradyti simetriniu pavidalu
9(y) dy = f(z)dz. (2.14)

Tegu
f€Clzg—a,zo+al, g€Clyo—0b,yo+9].

Suintegrave (2.14) lygti panariui, gausime jos bendrajj integrala

/g(y)dy=/f(x)dx+c.

Norit isskirti atskiraji integrala, tenkinantj pradine salyga

Z/(Io) = Yo,

pakanka neapibréztinius integralus pakeisti apibréztiniais, t.y. perrasyti inte-

grala taip:
y z
/g(s) ds = /f(s) ds+ 1
xo

Yo

ir pareikalauti, kad jis tenkinty pradine salyga. Tada gausime, kad konstanta
c1 = 0, o atskirasis integralas bus apibréztas formule

/yg(S) ds = ]f(S) ds.

Yo

Remiantis Sios formulés igvedimu galime tvirtinti, kad (2.13) lygties spren-
dinys, tenkinantis pradine salyga y(xo) = yo, egzistuoja ir yra vienintelis, jeigu

tik g(y) # 0.
Kai funkcija g(y) = 1, tai lygties

dy
%—f(x)

bendrasis sprendinys
o) = [ fs)ds+c
o

Atskira sprendinj tenkinantj pradine salyga

Z/(Io) = Yo,
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patogu uzraSyti taip:
x
) =wn+ [ ()
g

Pavyzdys. Rasime lygties
rdr —ydy =0

bendrajj integrala. Nagrinéjama lygtis yra lygtis su atskiriamais kintamaisiais.
Todél integruodami ja panariui gauname:

2 2
/xdm—/ydy:cl arba %—%:cl.

Taigi bendrajj integrala galima uzraSyti taip:

22—y =c¢, c¢=2c.

P astaba. Lygtyje uzraSytoje simetrinéje formoje (2.14) kintamieji x ir y
yra lygiateisiai. Be to, nagrinéjant pastaraja lygti galima atsisakyti prielaidos,
kad funkcija g(y) # 0. Siuo atveju reikia atskirai iSspresti lygti gy) = 0 1ir
rasti tuos diferencialinés lygties sprendinius, kuriuos negalima gauti i§ bendrojo
lygties sprendinio. Tokie sprendiniai yra vadinami ypatingais sprendiniais

Pavyzdziai:

1. Nagrinésime lygti
y(l+2z)de+z(l —y)dy = 0.

Tarkime zy # 0. Tada pastaraja lygtj, padaline i$ zy gauname lygtj su
atskiriamais kintamaisiais

1 1-—
+xda:+ ydy:().
Y

X

Integruodami abi Sios lygties puses randame bendrajj integrala
Injz|+z+nfyl—y=c <= hjzyl+z—-y=c

Dalindami lygti iS zy galéjome prarasti kai kuriuos sprendinius. I8 tikryjy,
funkcijos x = 0 ir y = 0 yra nagrinéjamos diferencialinés lygties spren-
diniai. Taciau juos negalima gauti i bendruojo sprendinio. Todél spren-
diniai x = 0 ir y = 0 yra ypatingi sprendiniai.

2. Rasime lygties
y/ _ y2
sprendinj, tenkinantj pradine salyga y(zo) = yo. Tegu y # 0. Tada atskire
kintamuosius, gauname lygtj

dy _

dx.
Y2
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Suintegrave ja randame bendrajj sprendinj

1

C—Xx

1
——=z—cEesy=
Y
Pareikalave, kad 8is sprendinys tenkinty duota pradine salyga randame
¢ = 1/yo + xo. Taigi atskirasis nagrinéjamos lygties sprendinys

1

Yy=—7—"""
y01+x0_$

Dalindami lygtj i§ y? praradome sprendinj y = 0. Kadangi jo negalima
gauti i8 bendrojo sprendinio, tai jis yra ypatingas sprendinys.

Kai kurias pirmosios eilés paprastasias diferencialines lygtis galima suvesti }
lygtis su atskiriamais kintamaisiais. Pavyzdziui, lygtis

y = flax+by+1), ableR
keitiniu v = ax + by + [ susiveda j lygtj

dv
e a+bf(v)

su atskiriamais kintamaisiais. Integruodami ja randame bendrajj integrala

[
a+bf(v) crTe

Pakeite ¢ia v j ax + by + | gausime nagrinéjamos lygties bendrajj integrala
Sakysime, funkcija f yra n-tos eilés homogeniné funkcija, jeigu
fAz, Ay) = A" f(z,y).

2

Pavyzdziui funkcija f(z,y) = 2% — xy yra antros eilés homogeniné funkcija, nes

FOz,xy) = (Ax)? = (Aa)(My) = N (2 — 2y) = N f(z,y).

Funkeija f(z,y) = /22 4+ y? yra homogeniné pirmos eilés funkcija (netgi teigia-
mai homogeniné). I3 tikryjy,

Oz, My) =V (Ar)? + (Wy)? = AlVa? +y2 = A f(z,y).

Sakysime, pirmos eilés lygtis

y' = flz,y)

yra homogeniné, jeigu funkcija f yra nulinés eilés homogeniné funkcija. Paro-
dysime, kad pirmos eilés homogenine lygtj galima suvesti j lygtj su atskiriamais
kintamaisiais.
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Tegu f yra homogeniné nulinés eilés funkicja. Tada pagal apibrézima

fz, Ay) =X f(2,y) = f(z,v).

Imkime 8ioje formuléje A = 1/x. Tada

flz,y) = f(ly/x) = @(%)

ir pirmos eilés homogeniné lygtis susiveda j lygtj

o Yy
Yy = ‘P(*>-
x
Sioje lygtyje vitoje ieSkomos funkijos y apibrézkime naujg ieSkoma funkcijg u =
y/x. Tada y = ux, y’ = v'x+u ir naujos ieskomos funkcijos u atzvilgiu gauname

lygti
du (u)
r— = @(u) — u.
dx v
Si lygtis yra lygtis su atskiriamais kintamaisiais. Rade jos bendra sprendinj
(arba bendra integrala) ir pakeite jame u | y/x gausime nagrinéjamos ho-
mogenineés lygties bendrajj sprendinj (bendrajj integrala).
Pavyzdys. Rasime homogeninés lygties
r_ y2 —2?
2zy

Y

bendrajj integrala. Kadangi funkcija esanti deSinéje Sios lygties puséje yra
nulinés eilés homogeniné funkcija, tai pastarajg lygti galima perraSyti taip:
o (y/z)? -1

2y/x

Vietoje ieskomos funkcijos y apibrézkime nauja ieskoma funkcija u = y/x. Tada
funkcijos u atZvilgiu gauname lygtj su atskiriamais kintamaisiais

2u dx
2T = 2=
14+ u? x

)

kurios bendrasis integralas
In(14+4%) = —Injz| +Inl¢] <= z(1+u?)=c

Pakeite paskutinéje lygtyje u | y/x gausime nagrinéjamos homogéninés lygties
bendrajj integrala
2 + y2 = cx.

Kai kurias pirmos eilés diferencialines lygtis galima suvesti j homogenine
lygti. Pavyzdziui, lygtis

ax +by+c

= fl—————— b deR
y f(mx—’—ny—’—d)’ a? ’CDm)n7 )
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susiveda j homogenine lygtj

au+bv> , _dv

f = — = —.
v _f(mu—i—nv YT

Reikia tik koordinaciy pradzig perkelti j tiesiy
ax+by+c=0, mrx+ny+d=0
susikirtimo taska (zg, yo), t.y. atlikti keitinj
U= —Ty, UV=Y—Yo.
Pavyzdys. Rasime lygties

;T +2y+1
YTy 1

bendrajj sprendinj. Tiesiy
r+2y+1=0, 224+y—1=0

susikirtimo tagkas (zg,y0) = (1,—1). Tegu v = z — 1,v = y + 1. Tada nagriné-
jama lygtis susiveda j homogenine lygtj

, u+2v ,  dv

T u+4v’ VT

Jos bendrasis sprendinys
(v —u)® = c(v+u).
Grijze prie seny kintamuyjy z ir y, gausime nagrinéjamos lygties bendrajj spren-
dinj
(y—z+2)° =c(z +y)
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2.4 TIESINES PIRMOS EILES LYGTYS
Nagrinésime tiesine pirmos eilés lygtj

Y +plx)y = f(z). (2.15)

Sios lygties bendrajj sprendinj rasime dviem skirtingais budais. 1§ pradziy
jo ieskosime konstanty variavimo metodu. Atmete (2.15) lygtyje nari f(x),
gausime tiesine homogenine lygtj

y' +p(z)y = 0. (2.16)
Tai yra lygtis su atskiriamais kintamaisiais. PerraSysime ja taip:

dy _

) —p(z) dz.

Suintegrave $ia lygti gausime homogeninés lygties bendraji sprendinj

tnly(o)] = - [ p(o)do -+ e,
kurj galima perrasyti taip:
y(x) = ce_R pla)de oL,
Akivaizdu, kad atskirasis sprendinys y(z) = 0, kuri mes praradome dalindami

i8 y, jeina j gauta formule kai ¢ = 0.
Homogeninés lygties sprendinj, tenkinantj pradine salyga

y(o) = Yo,
patogu uzrasSyti taip:
- R p(s)ds
y(x) = yoe : (2.17)

Remiantis $ios formulés idvedimu galime tvirtinti, kad (2.10) lygties spren-
dinys yra vienintelis, jeigu tik jis egzistuoja. Norint jrodyti sprendinio egzis-
tavimg pakanka pareikalauti tokio funkcijos p glodumo, kad funkcija y, apibrézta
(2.17) formule, tenkinty visas diferencialinés lygties sprendinio apibrézimo sgly-
gas. Akivaidu, kad funkcija y tenkins Sias salygas, jeigu funkcija p bus tolydi.

Tegu y; ir yo yra kokie nors du (2.15) lygties sprendiniai. Tada juy skirtu-
mas y = y1 — y2 yra (2.10) lygties sprendinys. Todél bendrasis (2.15) lygties
sprendinys yra lygus kokio nors atskiro §ios lygties sprendinio ir bendrojo (2.16)
homogeninés lygties sprendinio sumai. Rasime atskirajj (2.15)) lygties sprendinj.

Konstanty variavimo metodo esmé yra ta, kad rastame tiesinés homogeninés
lygties sprendinyje konstanta ¢ pakei¢iame neZinoma funkcija c(x) ir atskirajj
nehomogeninés lygties sprendinj ieSkome pavidalu

R
y = c(x)e” P@dz,
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Istate taip apibrézta funkcija j (2.15)), gausime lygti
R R
e PO efa)e MO (—p(e)+

R
p(x)e(z)e” PO = f(z).
Suprastine Sioje lygtyje vienodus narius matome, kad funkcijos ¢(z) atzvilgiu
tai yra paprastoji pirmos eilés diferencialiné lygtis, kuriag galima uzraSyti taip:

¢(@) = fla) e P,

Sios lygties sprendinys

c(x) = /f(m)eR (@) de o

Taigi atskirasis (2.15) lygties sprendinys

R R
y(z)=e" p(z)dm-/f(x)e P@)dz o

Pridéje prie jo (2.16) homogeninés lygties bendrajj sprendinj, gausime (2.15)
nehomogeninés lygties bendrajj sprendinj

R R R
y(x) = co D@ 4 o p(m)dw./f(x)e p(@)dz gy (2.18)

Pareikalausime, kad taip apibréztas sprendinys tenkinanty pradine salyga

y(xo0) = Yo-

Pakeite (2.18)) formuléje neapibréZtinius integralus apibréztiniais gausime, kad
¢ ="%Yo, O
4 R T R
- p(s)d - p(s)ds p(t) dt
y(z) = yoe "° +e o -/f(s)e””0 ds. (2.19)
o

Akivaizdu, kad §i formulé apibréZia vienintelj sprendinj, jeigu tik jis egzis-
tuoja. Tai tiesiogiai iSplaukia i jos iSvedimo. Norint jrodyti sprendinio egzis-
tavima pakanka pareikalauti tokio funkcijy p ir f glodumo, kad funkcija ,
apibrézta (2.19) formule, tenkinty visas diferencialinés lygties sprendinio apibré-
7imo salygas. Sios salygos bus patenkintos, jeigu pareikalausime, kad funkcijos
pir f yra tolydzios.

Pavyzdys. Konstanty variavimo metodu rasime tiesinés nehomogeninés
lygties

y + 22y = 2z

bendrajj sprendinj. gi@ lygti atitinkancios tiesinés homogeninés lygties

d
y’+2xy=0<:>—y:—2xdx
Y
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bendrasis sprendinys

2
y=ce *
Atskirojo nehomogeninés lygties sprendinio ieSkome pavidalu

Y= c(x)e_IQ.

Istate taip apibrézta funkcija j nagrinéjama lygti, ieSkomai funkcijai ¢ gausime

lygti

d(x) = 2ze”” .

Sios lygties atskirasis sprendinys

clz) = /2xew2 dx = /e"’”2 dz? = e*.

Taigi atskirasis nagrinéjamos nehomogeninés lygties sprendinys

Bendrasis nehomogeninds lygties sprendinys
Y= ce™™ +1.

Dabar rasime (2.15) lygties bendrajj sprendinj Bernulio metodu. Sprendinio
ieSkosime pavidalu y = wwv, ¢a u ir v ieSkomos kintamojo z funkcijos ir viena i8
ju, pavyzdziui v, nelygi nuliui. Istate taip apibréztos funkeijos y i¥raiska i (2.15)
lygti, gausime

v+ uv' + p(x)uv = f(x).

Sugrupave narius 8ig lygti perraSome taip:
u'v+u( + p(z)v) = f(z). (2.20)

Reikalaujame, kad reiskinys skliaustuose buty lygus nuliui. Tada funkcijai v
gauname tiesing homogenine pirmos eilés lygtj

v+ p(z)v =0.

Jos bendrasis sprendinys R
v=ce P@I
Paéme Sioje formuléje ¢ = 1, gausime atskirajj sprendinj
R
v=e P@dz

Istate taip apibrézta funkcija i (2.20) lygtj, funkcijai u gausime pirmos eilés
diferencialing lygtj su atskiriamais kintamaisiais, kurig galima uzrasyti pavidalu

R
u = f(x)e p(z) dx'
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Integruodami §ig lygtj randame

R
u:/f(x)e p(@)de o 4 e

Taigi bendrajj (2.15) lygties sprendinj galima uzraSyti taip:

R R
Y =uv = (/f(x)e P(x)dl‘dm_;'_c)e— p(w)dx.

Akivaizdu, kad Bernulio metodu rastas sprendinys sutampa su konstanty vari-
avimo metodu rastu sprendiniu (Zr. (2.18) formule).
Pavyzdys. Bernulio metodu rasime tiesinés nehomogeniné lygties

y-—y=x
bendrajj sprendinj. Tegu y = uv. Istate taip apibrézta funkcija i lygti, gausime
wo+uv —uw =z <= v'v+ul —v) =ux.

Funkcija v = e¢* randame i$ lygties : v — v = 0. Tada funkcija u turi tenkinti
lygti
u=ge? = u= /xe‘x dx

Integruodami pastaraja lygti dalimis, gauname
u=—ze *—e *+ec
Taigi bendrasis nagrinéjamos lygties sprendinys
y=uv=(—ze ¥ —e T4’ =ce” —z—1.

Lygtis
y'(x) +pla)y = fla)y®, a#0 it a#l (2:21)

yra vadinama Bernulio lygtimi. Tegu z = '~ nauja neZinoma funkcija. Tada
2/ = (1 — a)y~*y’ ir Bernulio lygtis virsta tiesine lygtimi

!

a—1

+p(@)2(r) = f(2),

kuria spresti jau mokame.
Pavyzdys. Isspreskime Bernulio lygti
Inx
y/ 4 g — y27.
x x
Akivaizdu, kad y = 0 yra Sios lygties atskirasis sprendinys. Tegu y # 0.
Apibrézkime nauja nezinoma funkcija 2 = y=!. Tada y = 271, ¢/ = —2'/22
ir gauname tiesine lygtj
z Inz

— 4=
x T
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Jos bendrasis sprendinys
z=lnz+1+cz.

Taigi nagrinéjamos Bernulio lygties bendrasis sprendinys

1

y:ln:z:JrlJrcx.

Artindami ¢ia ¢ j oo, gausime atskirajj sprendinj y = 0.
Lygtis
y' (@) + p(x)y + q(2)y? = f(x). (2:22)
yra vadinama Rikati lygtimi. Bendruoju atveju ji nesuintegruojama kvadra-
turomis’. Tadiau jeigu Zinome kokj nors atskira jos sprendinj y = y;(z), tai
apibréze nauja nezinoms funkcija z = y — y; gausime Bernulio lygtj

2 () + [p(2) + 2q(2)y1)2(2) + q()2*(2) = 0,
kuria spresti mokame.
Pavyzdys. Isspreskime Rikacio lygtj

y = —:l/2 + 2ysinx + cosx — sin? x.

Tiesiogiai galima jsitikinti, kad funkcija y; (z) = sinz yra Sios lygties sprendinys.
Apibrézkime naujg nezinomg funkcija 2 = y — sinz. Tada y = 2z +sinz, ¥y =
z' + cosz ir naginéjama lygtis susiveda j Bernulio lygtj

=22

Si lygtis yra lygtis su atskiriamais kintamaisiais ir jos bendrasis sprendinys
1
S zdc

Taigi nagrinéjamos Rikacio lygties bendrasis sprendinys

y:erC—i—smx.

ISakysime, kad diferencialiné lygtis yra integruojama kvadraturomis, jeigu jos sprendinj
galima i8reiksti (nebutinai tiesiogiai) elementariomis funkcijomis ir jy neapibréZtiniais inte-
gralais naudojant baigtinj skaiciy algebriniy operacijy.
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2.5 PIRMOS EI_LES DIFERENCIALINIY LYGCIY
SIMETRINE FORMA

Nagrinéjant lygti

dy
y=rays v =
kartais ja patogu perrasyti taip:
dx 1
' =g(zy) 2=, gl@,y)=

dy flzy)

Pastarasias dvi lygtis galima apjungti j viena, neiSskiriant nei vieno i§ kinta-
myjy. Tiksliau pirmos eilés diferencialine lygtj, iSreikSta iSvestinés atzvilgiu,
galima uZraSyti simetrinéje formoje

M(z,y)dx + N(z,y)dy = 0; (2.23)

¢a M ir N — tolydzios srityje G funkcijos.

Jeigu bent vienas i§ koeficienty M arba N taske (xg,y0) € G nelygus nuliui,
tai (2.23)) lygti, pakankamai mazoje Sio tasko aplinkoje, galima suvesti j lygtj
iSreiksty iSvestinés atZzvilgiu. Jeigu kokiame nors taske (zg,y0) € G abu koefi-
cientai M ir N lygus nuliui, t.y.

M (x0,y0) = N(20,%0) = 0,

tai sakysime, kad taskas (zo,yo) yra ypatingas taskas. Taigi nagrinéjant dife-
rencialines lygtis simetrinéje formoje nauja yra tai, kad abu koeficientai M ir N
gali buti lygus nuliui. Atkreipsime démes;j j tai, kad ankstesné teorija neatsako j
klausimus ar egzistuoja integraliné kreivé einanti per ypatinga taska, kiek tokiy
integraliniy kreiviy yra, kaip elgiasi integralinés kreivés arti ypatingo tasko.
Be to, (2.23)) lygties atveju integraliné kreive gali turéti liestine lygiagrecia bet
kuriai i8 koordinac¢iy aSiy, ji ne butinai eina nuo vieno srities krasto iki kito
(pavyzdziui ji gali buti uzdara) ir t.t..
Ypatingy tasky pavyzdziai.

1. Lygties
ydy+axdx =0

integralinés kreivés yra apskritimy seima 22 4+ 3% = ¢? su centru koordina-
¢y pradzioje (zr. [2.3| pav.).Taskas (0,0) yra Sios lygties ypatingas taskas.
Tokio tipo taskas yra vadinamas centru.

2. Lygties
ydr+xdy =0

bendrasis sprendinys y = ¢/x apibrézia hiperboliy Seimg (zr. 2.4 pav.).
Tokio tipo ypatingas taskas vadinamas balno tasku.
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3. Lygties
zdy —2ydr =0

bendrasis sprendinys y = cx? apibréZia paraboliy Seima (7r. 2.5 pav.).

Y

2.5 pav.
Tokio tipo ypatingas taskas vadinamas mazgu.

4. Lygties
(z+y)dz—(z—y)dy=0

integralinés kreivés yra logaritminiy spiraliy Seima (zr. 2.6 pav.)

- Y
/$2 +y2 — Cearctg .

Polinése koordinatése §ia lygti galima perraSyti taip: r = ce®.

N
ﬂ

2.6 pav.
Tokio tipo ypatingas taskas vadinamas Zidiniu.

Tegu X yra aibé ypatingy tasky. Kadangi funkcijos M ir N yra tolydZios,
tai aibé ¥ yra uzdara. Kartu aibé G \ ¥ yra atvira.

Kiekvienam taskui (xg,y0) € G \ ¥ egzistuoja tokia jo aplinka, kurioje arba
M (z,y) # 0 arba N (z,y) # 0. Sioje aplinkoje (2.23) lygtis yra ekvivalenti vienai
is lygciy
N(z,y)

y, = T AT/ N x = *m. (224)
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Todél (2.23)) lygties sprendinj galima apibrézti kaip vienos i§ (2.24) lygé¢iy spren-
dinj.

Kos8i uzdavinys diferencialinés lygties simetrinéje formoje atveju formulu-
ojamas taip pat kaip nesimetrinés lygties atveju. Reikia rasti (2.23)) lygties
sprendinj, einanti per taska (xo,yo). Jeigu (zo,y0) € G\ X ir y = ¢(x) (arba
x = (y)) yra Kosi uzdavinio

M(x,y)dx + N(z,y)dy =0, y(xo) = yo (arbax(yo) = o)

sprendinys, tai jis yra vienos i§ (2.24) lyg¢iy sprendinys. Todél nagrinéjant
(2.23)) lygtj islieka teisingi visi ankstesni apibrézimai ir teiginiai, turintys lokaly
charakterj.

Srityje G (2.23)) lygtis apibrézia krypéiy lauka. Tiksliau 8} lauka apibre-
7ia viena i§ (2.24) lyg¢iy. Todél krypéiy laukas yra apibréztas kiekviename
neypatingame srities G taske. [ §j krypciy lauka jeina ir kryptys lygiagrecios
koordinaciy asims. Priminsime, kad integraliné kreivé tai sprendinio grafikas.
Todél kiekviena glodi kreivé gulinti srityje G yra integraliné kreivé, jeigu jos
kiekviename taske liestinés kryptis sutampa su lauko kryptimi. Bet kurios dvi
integralinés kreivés gulin¢ios vienatinumo srityje ir turinc¢ios bendra taska, su-
tampa bendroje jy apibrézimo srityje. Be to, kiekviena glodi kreive, kurios visi
taskai yra ypatingi, yra integraliné kreivé.

Reikalavimas, kad integraliné kreivé buty apibrézta lygtimi y = ¢(x) arba
lygtimi = ¥(y) yra susijes tik su sprendinio apibrézimu. Bendru atveju in-
tegraline kreive galima apibrézti kaip bet kokia glodzia kreive, kurios liestinés
kryptis kiekviename taske sutampa su lauko kryptimi. Kiekvieno savo tasko
aplinkoje tokia kreivé yra funkcijos grafikas. Taciau visoje srityje G ja ne visada
galima apibrezti kaip funkcijos grafika. Todél visumoje integraline kreive galima
apibrézti lygtimi U(x,y) = 0.

I8nagrinésime kelis pavyzdzius.

1. 2dy —yde =0, G = {(z,y) : @ > 0,y > 0}. Sios lygties bendrasis
sprendinys y = C'z. [8sprende pastaraja lygti C atzvilgiu, gausime bendraji
integrala y/xz = C.

2. ydy +zdex =0, G = {(z,y) : * > 0,y > 0}. Suintegrave 8ia lygtj,
gausime bendrajj integrala y? + 22 = c. I&sprende pastaraja lygti y atzvil-
giu, gausime bendrajj sprendinj y = ve— 22,0 < ¢ < oco. Atkreipsime
démesj j tai, kad sprendinio apibrézimo sritis priklauso nuo c. Tiksliau
sprendinys yra apibréztas intervale (0,+/c).
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2.6 PIRMOS EILES DIFERENCIALINES LYGTYS
NEISREIKSTOS ISVESTINES ATZVILGIU

Tegu funkcija F € C(D),D - sritis erdvéje R3. Nagrinésime pirmos eilés
diferencialine lygti
F(Qi',y, y/) = 07 (225)

neiSreiksta iSvestinés atzvilgiu. ISskirsime kelis papras¢iausius tokiy lygéiy inte-
gravimo atvejus.

1. Tarkime, funkcija F' nepriklauso nuo kintamyjy z ir y. Tada (2.25) lygtj
galima perrasSyti taip:
Fy') =o0. (2.26)

Tegu p* yra reali lygties
F(p)=0 (2.27)

Saknis. Tada integruodami lygti

y' =p"
gausime
y=pz+C.
Kadangi
Yy — C *
=P
x
yra (2.27) lygties Saknis, tai
-C
P(Y==) =0
x

yra (2.20) lygties bendrasis integralas.
Pavyzdys. Lygtis
vty ty —3=0

iSvestinés 3y’ atzvilgiu turi realig Saknj v’ = 1. Integruodami randame
y = x + C. Todél nagrinéjamos lygties bendrasis integralas yra

(55 + (155) + 15 -0

2. Tarkime, funkija F' nepriklauso nuo kintamojo y. Tada (2.25) lygti galima
perrasyti taip:

F(x,y") =0. (2.28)

Jeigu 8ig lygt] galima iSspresti kintamojo 3’ atzvilgiu, tai gausime lygt}

su atskiriamais kintamaisiais. Priesingu atveju patogu jvesti parametra.

Lygtis F(z,u) = 0 kintamyjy x, u plokStumoje apibrézia kreive. Tarkime,
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kad = = ¢(p), u = 1(p) yra Sios kreivés parametrinés lygtys. Tada (2.28)
lygti galima pakeisti dviem lygtimis

Kadangi

&
Il
<
S
ISH
5
I
<
S
‘G\
S
)

tai parametrinés lygtys

r=o(p), y= / $(p)¢ (p) dp + C

apibrézia (2.28)) lygties integralines kreives. Jeigu (2.28) lygti galima
iSspresti kintamojo z atzvilgiu: x = ¢(y’), tai Sia lygti patogu pakeisti
parametrinémis lygtimis: z = ¢(p),y’ = p. Siuo atveju parametrinés lyg-
tys

x = p(p), y=/p¢’(p)dp+0

apibrézia (2.28)) lygties integralines kreives.
Pavyzdys. Lygtis
x = (y’)3—y'—1

yra iSspresta x atzvilgiu. Todél ja patogu pakeisti dviem parametrinémis

lygtimis

y=p, z=p°—p-—1
Kadangi

dy = pdx = p(3p* — 1) dp,
tai

3 1
y=/p(3p2—1)dp=1p4—§p2+0.

Todél parametrinés lygtys

3 1
z=p°—p-—1, y21p4*§p2+0

apibrézia nagrinéjamos lygties integralines kreives.

3. Tegu funkcija F nepriklauso nuo kintamojo z. Tada (2.25) lygti galima
perrasyti taip:
F(y,y') =0. (2.29)

Jeigu $ig lygt] galima iSspresti kintamojo y' atzvilgiu, tai gausime lygt]
su atskiriamais kintamaisiais. PrieSingu atveju patogu jvesti parametra.
Lygtis F(y,u) = 0 kintamyjy y, v plokStumoje apibrézia kreive. Tarkime,
kad y = ¢(p), u = ¥(p) yra Sios kreivés parametrinés lygtys. Tada (2.29)
lygtj galima pakeisti dviem lygtimis
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Kadangi
dx = mdy = mﬁp (p) dp,

tai parametrinés lygtys
¢'(p)
yz@p,x:/L—f®+C
) o)

apibrézia (2.29) lygties integralines kreives. Jeigu (2.29) lygti galima
isspresti kintamojo y atzvilgiv: y = o(y’ ),vtai Sia lygti patogu pakeisti
parametrinémis lygtimis: y = ¢(p),y’ = p. Siuo atveju parametrinés lyg-
tys

y=wm,x=/w¥%m+0

apibrézia (2.28) lygties integralines kreives.
Pavyzdys. Lygtj
2/3
y2/3+ (y/) / -1

galima pakeisti dviem parametrinémis lygtimis
y=-cos®p, v =sin’p.

Kadangi
d 3 cos? 2
Y sin® p

tai
r=3p+3ctgp+ C.

Todél parametrinés lygtys
y=cos’p, x=3p+3ctgp+C

apibrézia nagrinéjamos lygties integralines kreives.



3 SKYRIUS

Aukstesneés eilés paprastosios

diferencialines lygtys

3.1 PAPRASCIAUSIOS DIFERENCIALINES LYGTYS,
KURIY EILE GALIMA SUMAZINT]

Nagrinéjant n — tos eilés diferencialine lygtj

F(z,y,9,-..,y"™) =0 (3.1)
arba lygtj iSreiksta iSvestinés atzvilgiu
y " = f(z,y.y, .y D) (3.2)

kartais pavyksta sumazinti jos eile. Dazniausiai tai palengvina lygties integrav-
img. I8skirsime kelis paprasciausius atvejus, kai lygties eile galima sumazinti.
Tarkime (3.2)) lygties desinioji pusé nepriklauso nuo ieSskomos funkcijos y ir
jos iSvestiniy, t.y.
Y = f(a). (3.3)

Pazyméje y" 1) = v gausime pirmos eilés diferencialine lygtj v' = f(x). Suin-
tegrave Sig lygtj rasime funkcija v = g(x) + ¢. Taigi padare tokj keitinj gavome
tokio pacio pavidalo n — 1 eilés diferencialine lygti

y 7 = g(2) + c1.

Pakartoje Siai lygéiai tokius pacius samprotavimus n — 1 karta, rasime ieSkoma
sprendinj

xnfl 1’“72

=q(z)+tc +c + -+ cp
Tadiau praktikoje, ieskant (3.3)) lygties sprendinio elgiamasi kitaip. Tiksliau abi
lygties puses n karty integruojame panariui. Pavyzdziui tegu turime antros eilés

lygti

y' = f(x).

Suintegrave abi Sios lygties puses panariui, gausime lygtj

Y = / f(@)de = g(z) + 1.

Integruodami ja panariui rasime ieSkoma sprendinj

Y= /(g(z) +c1)dz = q(x) + c1T + co.
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Tarkime, (3.1)) lygtis nepriklauso nuo ieskomos funkcijos ir visy jos i§vestiniy
iki k — 1 eilés imtinai, t.y.

F(x7y(k)ay(k+1)7"'7y(n)) :07 k < n.

Padare keitinj y*) = v naujos ieskomos funkcijos v atzvilgiu gausime n — k eilés
lygti
F(z,v,v,... ,v("*k)) =0.

Pavyzdys. Rastilygties
y' =y /z=0

bendrajj sprendinj. Si lygtis nepriklauso nuo ieskomos funkcijos y. Padare keitinj

y' = v naujos ieSkomos funkcijos v atzvilgiu gausime lygtj su atskiriamais kin-
tamaisiais: p y

v x

V=0 &= —=—.

v x

Integruodami jg randame
Injv] =ln|z|+1nje| <= v=cz.

Grjze prie seno kintamojo y, randame ¢’ = c;z ir bendrasis nagrinéjamos lygties
sprendinys y = c122 + cs.

Tarkime, (3.1) lygtyje funkcija F priklauso tik nuo ieskomos funkcijos y
isvestiniy y™= 1 ir y( ir Sig lygt] galima iSspresti idvestines y(™ atzvilgiu.
Tada tokia lygti galima uzrasyti pavidalu

y™ = f(y(nfl)).
Apibréze nauja ieskoma funkcija v = y(»~ V), gausime pirmos eilés lygtj su
atskiriamais kintamaisiais

, dv

o)~

Jos bendrasis integralas

aéz):x—i-q, f(v) #0.

Tarkime §j sary$j galima iSspresti v atzvilgiu: v = ¢(x, ¢1). Pakeite ¢iav iy
gausime lygtj

(n—1)

(n—1)

Y = ¢(x, c1).

Integruodami ja n — 1 karta, gausime bendrajj sprendinj

xn72 xnfd
y/.../ga(x,cl)dx...dx+02(n_2>! +63(n—3)! + ...t Ccp1x + cp.
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Tarkime, (3.1) lygtyje funkcija F' priklauso tik nuo ieskomos funkcijos y
igvestiniy y(™=2) ir y(™ ir §ig lygtj galima iSspresti idvestinés y(™ atzvilgiu.
Tada tokia lygtj galima uzraSyti pavidalu

Y™ = fy®-2).

Apibréze nauja ieskoma funkcija v = y(™~2), gausime antros eilés diferencialine
lygti
v = f(v).

Padaugine $ig lygtj i§ 20’ perraSykime ja taip:
20'dv' = 20" f(v)dr <= cl(1/)2 = 2f(v) dv.

Pastaraja lygtj integruodami ir atlikdami elementarius veiksmus, randame

v’2:2/f(v)dv+cl = v’::t1l2/f(v)dv+cl.

Gauta lygtis yra lygtis su atskiriamais kintamaisiais. Tarkime, jos bendrajj

integrala
/ dv
V2 [ fw)dv+ e

galima iSspresti v atzvilgiu. Tiksliau tegu v = p(x, ¢, o). Pakeite ¢ia vy
gausime n — 2 eilés lygti

=dx+co

(n—2)

(n—2)

Yy :g0($,61,62)7

kurios bendrajj integrala randame n — 2 kartus integruodami §ig lygtj panariui.
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3.2 TIESINES HOMOGENINES ANTROS EILES LYGTYS
Tarkime, funkcijos ay,as yra tolydZzios intervale (a,b) ir

L(y) =y" + a1(x)y’ + az(2)y

Reigkinys L(y) yra vadinamas antros eilés tiesiniu diferencialiniu reiskiniu, o
operatorius L antros eilés tiesiniu diferencialinu operatoriumi. Jo apibrézimo
sritis yra funkcijy erdvé C?(a,b). Kadangi funkcija y ir visos jos ivestinés iki
antros eilés imtinai jeina j operatoriy L tiesiskai, tai

1. L) = AL(p), Ve € C?(a,b), AER.
2. Lig+¢) =L(p) +L(¥), VYeo,9 € C(a,b).
Nagrinésime tiesine homogenine antros eilés diferencialine lygtj
L(y) =0. (3.4)
Tegu funkcijos 1 ir @g yra (3.4) lygties sprendiniai. Tada jy tiesinis darinys
P =c1p1t+ C2p2 (3.5)
taip pat yra (3.4) lygties sprendinys. I3 tikryju
L(p) = L(cip1 + cagp2) = Llcrp1) + Licape) =

c1 L(p1) +ea Lpe) = ¢1 -0+ ¢c2 - 0= 0.

Pavyzdys. Lygtis
y//:O

turi du atskirus sprendinius y = 1 ir y = . Todél jy tiesinis darinys
Yy =c1+ xc2

taip pat yra sprendinys.

Sprendinys (3.5) priklauso nuo dviejy laisvy konstanty ¢ ir ¢o. ISsiaiskinsime
ar jis yra bendrasis (3.4)) lygties sprendinys.

Apibrézimas. Sakysime, tolydzios funkcijos o1, o yra tiesiskai ne-
priklausomos intervale (a,b), jeigu lygybe

c1o1(z) + copa(x) =0, Va € (a,b)
yra galima tik tuo atveju, kai
cp =co =0.

Priesingu atveju jos vadinamos tiesiskai priklausomomis. Tiksliau, jeigu egzis-
tuoja konstantos ¢y, co, i8 kuriy bent viena nelygi nuliui, tokios, kad

c1p1(x) + cop2(2) =0, Va € (a,b),
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tai sakysime, kad funkcijos ¢1, @2 yra tiesiskai priklausomos.

I§ 8io apibrézimo matome, kad funkcijos 1, @2 yra tiesiskai priklausomos,
jeigu bent viena i jy lygi nuliui. Be to, jeigu prie tiesiSkai priklausomy funkcijy
prijungsime dar kelias funkcijas, tai gauta funkcijy sistema bus tiesiSkai prik-
lausoma. Akivaizdu, dvi funcijos @1, @2 yra tiesiskai priklausomos, jei jos yra
proporcingos, t.y. kai o1 = Apa, A = const.

Pavyzdziui, funkcijos ¢; = 2% ir gy = €® yra tiesiSkai nepriklausomos bet
kokiame intervale (a,b) C R, nes lygybé

C1p1 + Copa = c1€2% +c2e* =0, Vx € (a,b)

yra galima tik tuo atveju, kai ¢; = ¢ = 0. Funkcijos ¢1 = 2sinz ir o = sinx
yra tiesiSkai priklausomos, nes jos yra proporcingos

Y1  2sinz

P2 sinx

Tegu 1, @2 yra diferencijuojamos intervale (a,b) funkcijos. IS 8y funkcijy
ir jy iSvestiniy sudarome determinanta

_ | (@) el
W@‘ A(x) o

Taip apibréztas determinantas yra vadinamas funkcijy sistemos 1, 2 Vronskio
determinantu.

|

x)

3.1 teorema. Jeigu funkcijos @1, w9 yra tiesiskai priklausomos intervale (a, b),
tai jas atitinkantis Vronskio determinantas Siame intervale tapaciai lygus nuliui.

< Pagal apibrézima funkcijos ¢1, @2 yra tiesiSkai priklausomos intervale (a, b),
jeigu
cro1(z) + cappa(x) =0, Vo € (a,b).

ir bent vienas i§ koeficienty ¢, ¢ nelygus nuliui. Tarkime, co # 0. Tada
p2(x) = ——p1(x).
C2

ir funkcijas 1, @2 atitinkantis Vronskio determinantas

=0

5]

W (x) :’ ZZ ‘ p1(z) —ei(x)

i) —2¢i(2)

Tarkime, kad ¢1, @2 yra (3.4) lygties sprendiniai ir W (z) yra $iuos spren-
dinius atitinkantis Vronskio determinantas. Tada yra teisinga teorema.

3.2 teorema. Teiginiai'

1§ ir kai kurios kitos $io skyrelio teoremos pateiktos be jrodymy. Jy jrodymus galima rasti
bet kokiame paprastyjuy diferencialiniy lygc¢iy vadovélyje.
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1. W(z) =0, Vzx € (a,b),

2. W(xg) = 0, kokiame nors taske xq € (a,b),

3. Sprendiniai 1,y — tiesiSkai priklausomi
yra ekvivalentus.

Isvada. Tegu funkcijos ¢1, s yra (3.4) lygties tiesiskai nepriklausomi
sprendiniai intervale (a,b). Tada jie yra tiesiskai nepriklausomi ir bet kokiame
intervale (o, 3) C (a,b).

Tegu funkcijos o1, @2 yra (3.4) lygties tiesiskai nepriklausomi sprendiniai
intervale (a,b). Tada

4(2) ‘ N ’ or@) () ‘ B ’
P e (z)  @h(x) e (z) @5(x)
Kadangi funkcijos 1, po yra (3.4) lygties sprendiniai, tai
01 () = —a1(2)¢) (2) — az(2)p1(z),  ¢5(2) = —a1(2)ps(x) — az(x)p2(z)
ir Vronskio determinanto i§vestiné
W/(.’E) _ ‘ 901(‘%) 902('73) ’ —
—a1(2)@) () — az(z)e1(x)  —ar(@)py(x) — az(x)pa(x)

= —a1(z)

@) @) || e@) e) |
50 e | ew| 20 26| = mewe

Vadinasi Vronskio determinantas W yra diferencialinés lygties

W'(z) = —a1(x)W (x)
sprendinys. Tai yra pirmos eilés tiesiné homogeniné lygtis. Jos sprendinys

—  ai(s)ds
W (x) = W(xg)e =0

Pastaroji formulé vadinama Liuvilio — Ostrogradskio formule. I§ jos matome,
kad Vronskio determinantas tapaciai lygus nuliui, jeigu jis lygus nuliui bent vien-
ame taske. Kartu galime tvirtinti, kad sprendiniai ¢1, @2 yra tiesiSkai neprik-
lausomi, jeigu Vronskio determinantas bent viename taske nelygus nuliui.

Kiekvienas (3.4) lygties sprendinys ¢,k = 1,2 vienareik§miskai apibrézia-
mas jo ir jo iSvestinés reikSmémis kokiame nors fiksuotame taske xzy € (a,b).
Sias pradines reikSmes galima uzraSyti stulpeliu ir i$ jy sudaryti matrica

_ [ #1(zo) pa(z0)
o) = ( G e )

Pavadinkime ja pradine matrica. Akivaizdu, kad

W(Qjo) = det q)(l‘g)
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Taigi (3.4) lygties sprendiniai ¢1, 2 yra tiesiS8kai nepriklausomi, jeigu juos ati-
tinkanti pradiné matrica yra neiSsigimusi, t.y.

det ®(zp) # 0.

Kartu ji yra neiSsigimusi ir kiekviename intervalo (a, b) taske.

Apibrézimas. Sakysime, du (3.4) lygties sprendiniai ¢1, @2, yra Sios
lygties sprendiniy bazé, jeigu bet kurj Sios lygties sprendinj ¢ galima iSreiksti
sprendiniy @1, @2, tiesiniu dariniu, t.y.

p=c1p1+cap2, c,c2€R
Koeficientai ¢, co vadinami sprendinio ¢ koordinatémis duotoje bazéje.

3.3 teorema. Bet kokie (3.4) lygties sprendiniai @1, ps su neiSsigimusia pra-
dine matrica yra Sios lygties sprendiniy bazé.

Pagal 3.3 teorema (3.4) lygties sprendiniai ¢1, @2 yra tiesiS8kai nepriklausomi
tada ir tik tada, kai i$ jy sudaryta pradiné matrica ® yra neiSsigimusi kokiame
nors taske xg € (a,b). Todél pastaraja teorema galima performuluoti taip.

3.4 teorema. Bet kokie du tiesiskai nepriklausomi (3.4) lygties sprendiniai
yra Sios lygties sprendiniy bazé.

Tegu 1, v yra (3.4) lygties sprendiniy bazé. Funkcija
QO(ZI) = Cl@l(x) + C?SDQ(‘T)a C1,C2 € R (36)

yra vadinama (3.4) lygties bendruoju sprendiniu.
Bendrasis sprendinys pasizymi §iomis savybémis:

1. Kiekvienam konkreciam parametry ci,co rinkiniui funkcija ¢, apibrézta
(3:6)) formule, yra (3.4) lygties sprendinys.

2. Kiekviena (3.4) lygties sprendinj galima iSreiksti (3.6) formule, tinkamai
parinkus parametry ci, co reikSmes.

Sprendiniy erdvés bazé, t.y. dviejy tiesiskai nepriklausomy sprendiniy vi-
suma, vadinama fundamentaligja sprendiniy sistema.
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3.3 KONSTANTUY VARIAVIMO METODAS

Siame skyrelyje parodysime, kad tiesimés nehomogeninés lygties atskirajj spren-
dinj galima rasti zinant 8ig lygtj atitinkancios tiesinés homogeninés lygties kokia
nors fundamentaliaja sprendiniy sistema. Be to, isitikinsime, kad nehomogeni-
nés lygties bendrajj sprendinj galima iSreiksti Sios lygties atskirojo sprendinio ir
ja atitinkanc¢ios homogeninés lygties bendrojo sprendinio suma.

I§ pradziy nagrinésime tiesine nehomogenine antros eilés lygtj

L(y) :==y" + a1(x)y’ + az(x)y = ¢(x), =z € (a,b). (3.7)

Tegu y ir v yra kokie nors du 8ios lygties sprendiniai intervale (a,b), t.y.

Ly) =q(z) ir L(v) =q(z), x¢€(a,b)
Tada jy skirtumas ¢ = y — v yra tiesinés homogeninés lygties
L(p) = ¢" + a1(2)¢’ + az(z)p = 0.
sprendinys. I8 tikryjy,

L(p) = L(y — v) = L(y) — L(v) = q(x) — q(x) = 0.

Todél jeigu Zinome kokj nors (3.7) lygties atskirajj sprendinj v, tai bet kurj kita
Sios lygties sprendinj y galima apibreézti formule y = v+, kurioje ¢ yra tiesinés
homogeninés lygties L(¢) = 0 bendrasis sprendinys. Jeigu Zinome homogeninés
lygties kokia nors fundamentaligja sprendiniy sistema ¢1, 2, tai jos bendrasis
sprendinys

Y =c1p1 + Cc2p2.

Taciau tada

Y=v+ @ =v+crp; + capo (3.8)
yra (3.7) lygties bendrasis sprendinys. Norint tuo jsitikinti pakanka pastebéti,
kad bet kurj kita (3.7) lygties sprendinj ¢ galima iSreiksti (3.8) formule. I8
tikryjy, tegu ¢ yra koks nors (3.7) lygties sprendinys. Sudarykime tiesine dviejy
algebriniy lygc¢iy sistema

v(wo) + c1p1(x0) + cap2(0) = Y(20),

v' (o) + c1] (w0) + c2h (o) = Y’ (20)

kintamyjy ¢y, co atzvilgiu. Sios sistemos determinantas yra fundamentalios
sprendiniy sistemos @1, @2 Vronskio determinantas W (xg). Kadangi jis nely-
gus nuliui, tai sistema turi vienintelj sprendinj ¢; = ¢}, c2 = 3. Kartu galime
tvirtinti, kad sprendiniai

y=v+clpi+chps it y=o

tenkina tas pacias pradines salygas. Remiantis vienaties teorema Sie sprendiniai
sutampa.
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Taigi, jeigu zinome homogeninés lygties fundamentaliaja sprendiniy siste-
ma, tai nehomogeninés lygties sprendimas sisiveda j jos atskirojo sprendinio
radima. Pasirodo, kad nehomogeninés lygties atskirajj sprendinj galima surasti,
jeigu yra Zinoma kokia nors homogeninés lygties fundamentalioji sprendiniy sis-
tema. Atskirajj nehomogeninés lygties sprendinj ieskosime konstanty variavimo
metodu. Sio metodo esmé yra tame, kad atskirasis (3.7) lygties sprendinys yra
ieSkomas pavidalu:

v(@) = (@)1 (2) + ca(@)pa(); (3.9)

¢la cy1,co — ieskomos diferencijuojamos funkcijos, o @1, 92 — fundamentalioji
homogeninés lygties sprendiniy sistema. Suskai¢iuosime funkcijos v iSvestines ir
pareikalausime, kad pabrauktas narys buty lygus nuliui.

V(@) = e ()91 () + ca(@) () + i ()1 () + ¢ ()2 (),

v"(x) = er(2)@ (z) + c2(@) 3 () + ¢ ()91 (2) + (@) (),
Padaugine funkcija v i85 ag, jos pirmaja iSvestine v’ i§ a1, o antajg iSvestine v”
i§ 1 ir viska sudéje, gausime

L(v) = c1 L(p1) +¢c2 L(wa) +c19) + ch0h = 1) + ch0h.

Funkcija v tenkins (3.7) lygtj, jeigu paskutinis reiskinys yra lygus g(z). Taigi
funkcijy ¢}, ¢, atzvilgiu, gavome dviejy tiesiniy lygéiy sistema

ch(@)er(@) + ch(@)p2(x) = 0,
ci (2)¢) (x) + ca(2)pa(x) = g(2).
Sios sistemos determinantas W(zx) # 0. Todél ji turi vienintelj sprendinj

o) =t ) = JE s

¢ia Wy ir Wy yra determinantai, gaunami i§ Vronskio determinanto W, pakeitus
atitinkamai pirmajj ir antrajj stulpelj i stulpelj colon(0, ¢(x)). Taigi

x
Wi(s)
cx () / W(s) s + cko, 12
xo
¢ia cyo — fiksuotos konstantos. Istate taip apibréztas funkcijas ¢y i (3.9) formule,
gausime atskirjjj (3.7) lygties sprendinj.
Pavyzdys. Rasime lygties

1
cos T

y't+y =

bendrajj sprendinj. Si@ lygtj atitinkanti tiesiné homogeniné lygtis

y'+y=0
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turi du tiesiSkai nepriklausomus sprendinius ¢; = cosz ir @2 = sinx. Todél
p = c1cosT + cosinz yra bendrasis homogeninés lygties sprendinys. Rasime
atskirajj nehomogeninés lygties sprendinj. Remiantis (3.9)) formule §j sprendinj
galima uzraSyti pavidalu

v =cy1(x) cosz + co(x) sin .
Nezinomy funkcijy ¢; ir ¢y i8vestines rasime i lygéiy:

ci(z) cosz + ch(x)sinz =0,
1
cosz’

cy(z)(—sinz) 4+ ch(z) cosx =

Funkcijy sistemos cos x, sin x Vronskio determinantas

W(z) = cose - sinx | _ cos?z +sin?z =1
—sinx  cosx ’
Determinantai
0 sin x cosx 0
Wi(z) = =—tgx, Ws(x :’ . =1.
(@) —— cosw () —sinz  ——
Todél
W
ci(z) = VVl((;)) =—tgr = ()= /(—tgm) dx =In|cosz|;
_ Wa(z)

cy(x) W) =1 = CQ(aj)z/ldmZx,

o atskirasis sprendinys v = In | cos x|-cos x+z-sin z. Taigi bendrasis nagrinéjamos
lygties sprendinys

y=1In|cosx| cosz+ x-sinz + ¢; cosz + casinx.

Irodyti teiginiai antros eilés tiesinei lygciai yra teisingi ir n-tos eilés tiesinei
lygciai

L(y) =y + ar(@)y" D + -+ an(2)y = q(x), € (a,b). (3.10)
Tiksliau bendrajj Sios lygties sprendinj galima i8reiksti pavidalu
y=v+o,

kur v yra koks nors atskiras Sios lygties sprendinys, o ¢ yra bendrasis ho-
mogeninés lygties

L(y) := y(") + al(x)y(”fl) + - Fan(x)y=0, x€ (a,b). (3.11)
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sprendinys. Be to, jeigu Zinoma kokia nors fundamentalioji homogeninés lygties
sprendiniy sistema, 1, @a, . .., @n, tal bendrasis homogeninés lygties sprendinys

p=cp1+cp2+ ...+ cnpn.

Atskiraji nehomogeninés lygties sprendinj galima ieskoti pavidalu

v =cp(x)1(x) + ca(x)pa() + ... + cn(n)pn(x); (3.12)

¢ia ieskomos funkcijos ¢y, co, . .., ¢, randamos i n algebriniy lygéiy sistemos:

Sios sistemos Vronskio determinantas W (x) # 0. Todeél ji turi vienintelj spren-
dinj

/ _ / _ .
Cl(x)_ W(.’E) 7"'7Cn(x) W(.’E) )
¢ia Wi,k = 1,...,n yra determinantai, gaunami i§ Vronskio determinanto W,

pakeitus k-ajj stulpelj i stulpelj colon(0, ..., 0,q(z)). Taigi

cx(x) = / I;I}[//k((j)) ds + cko;

Zo

Cia ko — fiksuotos konstantos. Istate taip apibréztas funkcijas ¢ i (3.12) formule,
gausime atskirajj (3.10) lygties sprendinj.

Sio skyrelio pabaigoje pateiksime pavyzdj, kai Zinant viena homogeninés
lygties sprendinj jos eile galima sumazinti vienetu.

Pavyzdys. Tarkime, yra zinomas antros eilés lygties

y" 4+ a1 (x)y’ + azx(x)y =0 (3.13)

netrivialus sprendinys y = (). Apibrézkime nauja ieSkoma funkcija z formule

Tada
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Istate taip apibréztos funkcijos y ir jos i§vestiniy 3/, y” reikdmes i (3.13) lygti,
gausime funkcijos z atzvilgiu pirmos eilés tiesing homogenine lygti

() () + (a1 (2) (@) + 20/ (2)) 2(x) = 0,

kurios bendrasis sprendinys

R R
p e (m@2EE) e _ co 2 (x)e” m@dr,

Todél ,
=@ it y=p) / e @2 () gy

yra (3.13) lygties sprendiniai. Akivaizdu, kad jie yra tiesiSskai nepriklausomi.
Todeél jy tiesinis darinys yra (3.13) lygties bendrasis sprendinys.
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3.4 TIESINES ANTROS EILES LYGTYS SU PASTOVIAIS
REALIAIS KOEFICIENTAIS

Tiesine antros eilés lygti
L(y) := 9" + 2ay’ + by = q(2) (3.14)
su pastoviais realiais koeficicientais a, b atitinka homogeniné lygtis
L(y) :==y" + 2ay’ + by = 0. (3.15)

Jos sprendinj ieskosime pavidalu y = e, A € R. Jstate taip apibrézta funkcija
i (3.19) lygtj gausime
M (A + 2aX +b) = 0.

Taigi funkcija y = e** yra (3.15) lygties sprendinys, jeigu skai¢ius \ yra charak-
teristinés lygties
M +2a\+b=0

Saknis. Sios lygties Saknys

AM=—-a—Va2—-b, I=-—-a-++a%—0b

I8skirsime tokius atvejus:
1. Saknys A;, Ay yra realios ir skirtingos, t.y.

a?—b>0.

2. gaknys A1, Ag yra realios ir sutampa, t.y.

a®—b=0.

3. Saknys A1, A2 yra kompleksinés ir jy realioji dalis nelygi nuliui, t.y.

a?—b<0, a#0.

4. éaknys A1, A2 yra menamos, t.y.

a=0, b>0.

Kiekviena i3 iy atveju iSnagrinésime atskirai.
1. Tegu A1, A2 yra realios charakteristinés lygties Saknys ir A; # Ag. Tada

Alw

o1 =M, g = e

yra du tiesiskai nepriklausomi (3.15) homogeninés lygties sprendiniai, nes Vron-
skio determinantas

6A11 e)\QZE

W(:r) = )\16)\1513 )\26)\21‘

== (AQ - )\1)6)\”06)\21 7é 0.
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Bendrasis homogeninés lygties sprendinys

)\1I

p=ce + cpe2®.

Atskira (3.14) nehomogeninés lygties sprendinj galima rasti konstanty variavimo
metodu. Remiantis §iuo metodu atskirasis sprendinys ieskomas pavidalu:

v = c;(2)eM” + co(w)e??,
nezinomy funkcijy c1, co iSvestinés randamos is dviejy algebriniy lyg¢iy sistemos

ci(x)e® + ch(w)ets® =0,
()N eMT + ch(z) AaeP2® = g(z).

Issprende §ig lyg¢iy sistema ir gautus sprendinius suintegrave, randame

T
1

_ —A1S
ale) = sy [ats)e s

Z1

x

ca(z) = P /q(s)e ds.

T2
Todél atskiraji nehomogeninés lygties sprendinj galima apibrézti taip:

x T
e)\lw /\zw

_ -8 € A28
v(z) = N /q(s)e ds + Sy /q(s)e ds

xr1 x2

Tarkime, funkcija g yra aprézta, t.y. max |q(z)| < M. Imkime z1 = 29 = o0,
kai Ay > 0, 1 = 29 = —00, kai Ay < 0, 1 = —00, 25 = 00, kai A\; < 0,3 > 0.
Tada

(@) < (7 + 1o ) T
v(x —_—t .
TN A el A2 = A

Atkreipsime démesj | tai, kad ne visoms z reikSmeéms funkcija ¢ gali buti api-
brézta. Siuo atveju ja reikia pratesti ir pasirupinti, kad integralai

/ g(s)e=>15 ds, / g(s)e=25 ds

su atitinkamais réziais konverguoty.

2. Tegu \y = Ay = —a,a? = bir a # 0. Tada ¢; = e~ yra (3.15) ho-
mogeninés lygties sprendinys. Kita tiesiskai nepriklausoma Sios lygties sprendinj
galima ieskoti pavidalu ¢q = c(z)e™**, kur ¢ — neZimoma funkcija. Istate taip
apibrézta funkcija i (3.15)) lygti ieskomai funkcijai ¢ gausime lygtj ¢/ = 0. Suinte-
grave §ig lygti randame jos sprendinj ¢(z) = x. Taigi kitas tiesigkai nepriklauso-
mas (3.15) lygties sprendinys ¢ = xe™%*. Sprendiniy sistemos ¢1, @2 Vronskio
determinantas

67(1117 xe*[lfl’

W(z) = a =e 2% £ ().

—ae % eT — qre”
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Todél bendrasis (3.15) homogeninés lygties sprendinys

p=cre” ¥ + coxe” "

Atskirasis (3.14) nehomogeningés lygties sprendinys
T

v(r) =e /(x —s5)q(s)e*® ds.

Z1

Jj galima rasti konstanty variavimo metodu. Taigi bendrasis (3.14) nehomoge-
ninés lygties sprendinys

y=cre”C + coxe” ¥ +o(x).

3. Tegu \ = —a —if, o = —a+ i, a = a, = Vb — a2. Tada

(a+iB)x _

6*0{1’(

p1=¢€" cos Bz — isin fz),

0y = e~ (@TT — 070 (o5 B + i sin Bar)

yra du kompleksiskai jungtiniai (3.15) lygties sprendiniai. Kadangi pastarosios
lygties koeficientai yra realus, tai sprendiniy z1, zo realioji ir menamoji dalys

p1 =€ “Fcosfx, w2 =e “Tsinfz

yra relus (3.15) lygties sprendiniai. Funkcijy sistemos ¢1, p2 Vronskio determi-
nantas

| eT*TcospBx e~ *sinfr |, _ons
W(.’E) - (efaac cos I@x)/ (efax sin ﬂI‘)/ - ﬁe 7é 0

Todél (3.15) sistemos bendrasis sprendinys

p =cre” ¥ cos fx + coe” ¥ sin fx.
Atskirasis (3.14) lygties sprendinys
v(z) = smﬂﬂx /q(s)eo‘(s_m) cos fBsds — cosﬁﬁx /q(s)ea(s_x) sin Bs ds.
T2 1

Ji galima rasti konstanty variavimo metodu. Paéme x; = zo perraSysime pas-
taraja formule taip:

v(z) = %/q(s)e“(s_”) sin(z — s)B ds.

4. Tegua = 0,3 = Vb, b >0, \; = —if3, Ay = +i3. Siuo atveju (3.14) lygtj
galime perraSyti taip:
y' + 8% = q(x). (3.16)
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Homogeniné lygtis
Y+ 3%y =0 (3.17)

turi du kompleksiskai jungtinius sprendinius
e~ — cos Bz — isin Bz, €T = cos Bz + isin fz.
Siq sprendiniy realioji ir menamoji dalys
w1 = cos fx, @9 =sinfx

yra realus tiesiSskai nepriklausomi (3.17) homogeninés lygties sprendiniai. Todél
bendrasis(3.17) homogeninés lygties sprendinys

p = ¢1 €08 B + co sin fx.

Atskirasis (3.10) lygties sprendinys

sin Bx

3 /q(s) cos s ds.

1 2

v(z) = _cosﬂﬁ:ﬁ /q(s) sin Bsds +

Ji galima rasti konstanty variavimo metodu. Bendrasis (3.10) lygties sprendinys
y = ¢1 cos Bz + cosin Bz + v(x) = csin(fz + 7) + v(x);

¢ia ¢ = \/c? + 2,7 = arcctg(ca/c1). Jis yra apréztas tada ir tik tada, kai yra
apréztas atskirasis (3.10) lygies sprendinys v.
Pavyzdys. Nagrinésime lygtj

y" + B%y = Asinaxz, A>0.
Isskirsime du atvejus:
1. a# 0.
2. a=0.

Pirmuoju atveju atskirasis sprendinys

Bendrasis sprendinys

R A : . A ) _
y = c1 sin Bz + co cos Sz + msmam =csin(fr+71) + msmam,

¢ia ¢ = \/c? + 3, T = arctg(ca/c1). Taigi pirmuoju atveju visi sprendiniai yra
apreézti.
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Antruoju atveju atskirasis sprendinys

v(z) = 2T os Bx.

2p

Bendrasis sprendinys
A
y = csin(fz +7) — 2—; cos B.

Taigi antruoju atveju visi sprendiniai yra neapreézti ir turime rezonansa.

Tuo atveju, kai (3.14) lygties deSinioji pusé ¢ turi specialy pavidala, jos
atskirajj sprendinj galima rasti Zymiai lengviau. Tiksliau neapibréztiniy koefi-
cienty metody. Metodo esmé yra ta, kad pagal lygties deSiniosios puseés israiska
atskirajj sprendinj ieSkome specialiu (priklausanciy nuo lygties desiniosios puseés)
pavidalu su neapibréztiniais koeficientais. Véliau taip apibrézta sprendinj jstato-
me j lygtj ir is gautos tapatybés randame neapibréztinius koeficientus. Isskirsime
funkcijos ¢ kelis specialius pavidalus:

1. q(z) = e**P,(x), Py(x) = Y pra®, a,pr € R,VE=0,1,...,n.
k=0

2. q(x) = e** P, (x) cos Bz, a, € R.
3. q(z) = e** P, (x)sin Bz, a, B € R.

Pirmuoju atveju (3.14) lygties atskiraji sprendinj ieskome pavidalu:
n
v(x) = 2" Qn(x), Qn(z) = Zakxk, ar, € R;
k=0

¢ia skaiCius r gali jgyti reikSmes 0, 1 arba 2 priklausomai nuo tuo ar skaicius o
yra charakteristinés lygties A2 + 2aX + b = 0 Saknis ir koks jos kartotinumas.
Tiksliau, jeigu skai¢ius o néra charakteristinés lygties A% + 2a\ + b = 0 3aknis,
tai imame r = 0, jeigu « yra charakteristinés lygties pirmo kartotinumo Saknis,
tai imame r = 1, o kai antro kartotinumo Saknis, tai imame r = 2.

Antruoju ir treciuoju atveju (3.14)) lygties atskirajj sprendinj ieskome pavi-
dalu:

v(z) = "™ (Qn(x) cos Bz + Gy (z) sin fz);

¢ia @, ir G,, yra n-tojo laipsnio polinomai, o skaic¢ius r gali igyti reikSmes 0
arba 1 priklausomai nuo to ar skai¢ius o+ 40 yra charakteristinés lygties Saknis.
Pavyzdziai.

1. Rasime lygties
y' =2y +y=x—4

bendrajj sprendinj. éiad lygti atitinka homogeniné lygtis

y' =2 +y=0.



104

3. AUKSTESNES EILES PAPRASTOSIOS DIFERENCIALINES LYGTYS

Charakteristiné lygtis
AN —2X+1=0

turi vienag Saknj A = 1, kurios kartotinumas r» = 2. Todél ¢; = €” yra
homogeninés lygties sprendinys. Antras, tiesiskai nepriklausomas, Sios
lygties sprendinys oo = xe® (Zr. 97 pusl.). Taigi bendrasis homogeninés
lygties sprendinys ¢ = cje”* + coxe®. Nagrinéjamu atveju a = 0 #£ 1. Todél
nehomogeninés lygties atskirojo sprendinio ieSkome pavidalu v = ax + b;
¢ia a ir b neapibréZrtiniai koeficientai. [state taip apibrézta funkcija v
i nehomogenine lygti gausime tapatybe ax + b — 2a = = — 4. Sulygine
koeficientus prie vienody z laipsniy randame a = 1, b — 2a = —4 =
b = —2. Taigi atskirasis sprendinys v = x — 2, o bendrasis sprendinys
y = ci1e* 4+ core® +x — 2.
Rasime lygties

y" — 4y’ + 13y = 40 cos 3z

bendrajj sprendinj. éiq lygti atitinka homogeniné lygtis
y"' — 4y +13y = 0.

Charakteristiné lygtis
N —4A+13=0

turi dvi kopleksiskai jungtines Saknis Ay = 2 + 43, Ao = 2 — 3. Todél
homogeniné lygtis turi du kompleksiskai jungtinius sprendinius

21 = @)% = 2% (cos 3x+isin3x), 2 = e = 2% (cos 3z —isin 3z).
éiq sprendiniy realioji ir menamoji dalys
01 = e*®cos 3z, py = e*Tsin3x

yra homogeninés lygties du tiesiskai nepriklausomi sprendiniai. Todél ben-
drasis homogeninés lygties sprendinys

© = €2"(¢; cos 3z + co5in 3x).

Rasime atskiraji nehomogeninés lygties sprendinj. Nagrinéjamu atveju
q(x) = e%(40 cos 3z +0sin3z), a = 0, 3 = 3. Be to, 0+1i3 # 2+i3. Todél
r = 0 ir atskirojo sprendinio ieSkome pavidalu y = a cos 3z+bsin 3z. Istate
taip apibréztag funkcija j nehomogenine lygtj gausime tapatybe

(4a — 12b) cos 3z = (12a + 4b) sin 3z = 40 cos 3x.

Sulygine koeficientus prie tiesiskai nepriklausomy funkcijy sin 3z ir cos 3z
gausime dviejy algebriniy lygéiy sistema

4a — 12b = 40,
12a + 4b = 0.
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I8sprende Sia sistema randanme a = 1,b = —3. Taigi atskirasis neho-
mogeninés lygties sprendinys v = cos 3z — 3sin 3z, o bendrasis sprendinys

y = e**(cy cos 3x + ¢o sin 3x) + cos 3z — 3sin 3.
Pastaba. Tegu y; ir yo yra atskirieji tiesiniy nehomogeniniy lygéiy
Ly) = qu(z) ir L(y) = g(z)
sprendiniai. Tada y = y; + y2 yra atskirasis tiesinés nehomogeninés lygties
L(y) = ¢1(z) + g2(2)
sprendinys. I8 tikryjy,

L(y) = L(y1 + y2) = L(y1) + L(y2) = ¢1(x) + q2(z).



4 SKYRIUS

Diferencialiniy lygciy sistemos

4.1 BENDROS SAVOKOS

Tegu G yra sritis erdvéje R"*!ir f = colon(f1, ..., f,) tolydi funkcija apibrézta
srityje G. Nagrinésime normaliaja diferencialiniy lygéiy sistema

y,:f(xvy)a y:COIOn(yla'”vyn): f:COIOIl(fl,...,fn). (41)

Jeigu (4.1) sistemoje funkcija f tiesiogiai nepriklauso nuo kintamojo x, tai tokia
sistema vadinama autonomine. Autonomine sistema vektoriniu pavidalu galima
uzrasyti taip:

v =fly), yeQcCR" (4.2)

Bendru atveju (4.1) lygties sprendinys priklauso nuo n laisvy konstanty ir ji
galima uzrasyti taip:

y=v(x,C), C=(c1,...,¢n).

Norint i8 jy isskirti kokj nors vieng reikia pareikalauti, kad sprendinys tenkinty
kokia nors papildoma salyga. Dazniausiai tokia salyga apibréziama taip:

y(xo) = yo, Yo = colon(yio,- -, Yon)- (4.3)

Si salyga yra vadinama pradine arba Kogi salyga. Jeigu (4.1) lygti nagrinésime
kartu su (4.3)) salyga, tai tokj uzdavinj vadinsime pradiniu arba Kosi uZdaviniu.

Teguy = p(x), x € {(a,b) yra (4.1) lyg¢iy sistemos sprendinys. Tada funkcija
@ srityje G C R™"*! apibrézia kreive

l={(z,y) eR"" 1y = p(x), x € (a,b)} CR",

kuri yra vadinama Sios sistemos integraline kreive. Be integralinés kreivés
erdvéje R™ ! sprendinys ¢ apibrézia kreive

{yeR":y=p(x), xz € {(a,b)} CR™.

Taip apibrézta kreivé, kartu su apéjimo kryptimi, vadinama fazine trajektorija,
o erdvé R™ — fazine erdve. Taigi faziné trajektorija yra integralinés kreivés pro-
jekcija lygiagreciai x aSiai. Jeigu kokiame nors taske kertasi dvi integralinés
kreivés ir Siame taske jy liestiniy krypties koeficientai sutampa, tai Siame taske
néra Kosi uzdavinio sprendinio vienaties. Trjektorijos fazinéje erdvéje gali kirstis
nepazeidiant $ios savybés. Be to, trajektorija gali sutapti su tasku. Tokia tra-
jektorija yra vadinama pusiausvyros tasku (kartais ramybés tasku). Kadangi
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pusiausvyros taskas yra pastovaus sprendinio trajektorija, tai tagkas y yra pu-
siausvyros taskas tada ir tik tada, kai

f(z,y) =0 Vz € (ab).

Jeigu (4.1)) sistemoje funkcijos f1, ..., f, yra tiesinés kintamujy v, . . ., yn at-
zvilgiu, tai tokia sistema vadinama pirmosios eilés tiesiniy diferencialiniy lygciy
sistema. Bendruoju atveju pirmosios eilés tiesiniy diferencialiniy lygéiy sistema
galima uzraSyti taip:

Y1 +an(@)yr + - Fam(@)y, = @),
Yn + a1 (@Y1 + -+ ann(@)yn = gul).
arba matriciniu pavidalu
Y+ A(@)y = q(2); (4.4)
¢ia A = {a;;} — Zzinoma n x n eilés matrica, o ¢ = colon(qi,...,q,) — Zinomas

vektorius stulpelis. Kai funkcija ¢ yra lygi nuliui, tai sistema
y + A(x)y =0 (4.5)

yra vadinama homogenine. PrieSingu atveju — nehomogenine.

Normaliajai diferencialiniy lyg¢iy sistemai iSlieka teisingi visi teiginiai apie
sprendiniy egzistavima, vienatj ir pratesima, kurie buvo suformuluoti 2.1 skyre-
lyje vienos lygties atveju. Tiksliau yra teisingi tokie teiginiai.

4.1 teorema (Egzistavimo ir vienaties). Tegu funkcija f : G — R", G C
R+ yra tolydi ir kintamuyjy y atzvilgiu lokaliai srityje G tenkina Lipsico salyga.
Tada

1. Bet kokiam pradiniam taskui (xg,y0) € G egzistuoja (4.1) lygties spren-
dinys y = y(x), apibréztas pakankamai mazoje tasko xo aplinkoje ir tenk-
inantis pradine salyga y(xo) = yo-

2. Sritis G yra vienaties sritis.

4.2 teorema. Tarkime, (4.4) lygtyje matricos A elementai a;; ir vektoriaus
q elementai q; yra tolydzios intervale (a,b) funkcijos. Tada

1. Bet kokiam pradiniam taskui (zo,yo), o € (a,b), yo € R™ egzistuoja
(4.4) sistemos sprendinys y = y(x), apibréZtas visame intervale (a,b) ir
tenkinantis pradine salyga y(zo) = yo.

2. Sritis G = (a,b) x R™ yra vienaties sritis.

Tegu y = p(z), € (a,b) yra (4.1) sistemos sprendinys. Sakysime, kad jj
galima pratesti j deSine, jeigu egzistuoja $ios sisitemos sprendinys y = ()
apibréZtas intervale (a,b1), by > b, kuris intervale (a, b) sutampa su sprendiniu
y = o(z). Analogiskai apibréziamas sprendinio pratesimas j kaire.
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4.3 teorema. Tegu y = ¢(z), © € [a,b) yra (4.1) sistemos sprendinys. Jj

galima pratesti j deSine tada ir tik tada, kai egzistuoja riba
lim ¢(z)=y" ir (by")€qG.
z—b—0

Apibrézimas. Sakysime (4.1) sistemos sprendinys y = ¢(z) apibréz-
tas intervale I yra nepratesiamas, o intervalas I maksimalus sprendinio egzis-
tavimo intervalas, jeigu jo negalima pratesti nei j desine, nei j kaire uz intervalo
1.

4.4 teorema. Normaliosios (4.1) sistemos sprendinys y = (), € (a,b)
yra nepratesiamas tada ir tik tada, kai arba b = oo (a = —o00), arba bet kokiam
kompaktui K C G galima nurodyti tokj skai¢iy § > 0, kad taSkas (z,¢(x)) €
G/K, kaix € (b—6,b) (v € (a,a+9)).

Jeigu yra zZinoma, kad autonominéms sistemoms nepratesiamaji sprendinj
atitinkanti trajektorija nepalieka kokio nors kompakto, tai tokio sprendinio
apibrézimo sritis yra visa realiy skaiciy tiesé. Tiksliau yra teisinga teorema.

4.5 teorema. Tegu K yra kompaktas srityje Q@ C R™ ir y = p(z) yra
(4.2) autonominés sistemos sprendinys, apibréztas maksimaliame intervale (a, b).
Tada, jeigu sprendinj y = ¢(z), x € (a,b) apibréZianti trajektorija v nepalieka
kompakto K, tai (a,b) = R.

<4 Tegu y = ¢(x) yra autonominés sistemos sprendinys, apibréztas mak-
simaliame intervale (a,b) ir Q = K x (a,b) yra cilindras erdvéje R™*!. Reikia
irodyti, kad (a,b) = R. Tarkime priesingai, (a,b) # R. Pagal teoremos salyga in-
tegraliné kreive {(z,y) : y = p(x), = € (a,b)} nepalieka cilindro @ per jo Soninj
pavirsiy. Todél ji pasiekia cilindra jo apatiniame ir virSutiniame pagrinduose:
x = a ir x = b. Tai rieskia, kad tagkuose x = a ir x = b funkcija ¢ yra apibrézta.
Todél sprendinj y = ¢(x) galima pratesti  intervalo (a, b) iSore. Taciau tai pries-
tarauja tam, kad sprendinys y = ¢(x) yra apibréZtas maksimaliame intervale
(a,b). Gauta priestara jrodo, kad padaryta prielaida yra neteisinga ir (a,b) = R.
>

Pastaba. Irodant 8iag teorema pasinaudojome tik tuo, kad kiekvienam
taskui (2o, y0), yo € 2, egzistuoja Kosi uzdavinio

v =f(), ylxo)=ywo

sprendinys, apibréztas kokioje nors tasko xg aplinkoje |zg| < §. Todél i8 funkeijos
f pakanka reikalauti, kad f € C(Q). Jeigu (4.5) teoremos salygos néra patenk-
intos, taciau funkcija f tenkina LipSico salyga srityje Q, tai (Zr. 2.4) teorema,
galima jrodyti, kad bet kuris autonominés sistemos sprendinys y = ¢(x) yra
apréztas ir ji galima pratesti j visa realiy skaiciy asj.

I8 kity sistemy autonominé sistema iSsiskiria viena svarbia savybe.

4.6 teorema. Tegu y = ¢(x),x € (a,b) yra autonominés sistemos sprendi-
nys. Taday = ¥(z) = ¢(x + ¢),x € (a —¢,b —¢),c € R, taip pat yra Sios
sistemos sprendinys.
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< Pagal funkcijos 1 apibrézima

V(z) =iz +c) = fle(x+0) = f(¥(2)).

Taigi integraliné kreivé, apibréziama lygtimi y = ¢(x), gaunama i integralinés
kreivés, apibréziamos lygtimi y = v(z), poslinkiu teigiama z aSies kryptimi
dydziu c. >

Isvados:

1. Tarkime, ) yra vienaties sritis ir y = y(z, 2o, yo) yra autonominés sistemos

Y = fy)

sprendinys, tenkinantis pradine salyga y(z¢) = yo. Tada Vz i§ maksimalaus
sprendinio egzistavimo intervalo yra teisinga lygybé

y(x + ¢, 0 + ¢,y0) = y(x, 20, Yo). (4.6)

I8 tikryjy, kai x = x¢, reiskiniai kairéje ir deSinéje sutampa su yy. Kadangi
Q) yra vienaties sritis, tai jie sutampa Vx i$ jy apibrézimo intervalo.

2. Imkime (4.6) formuléje ¢ = —xzy. Tada autonominés sistemos sprendinj
galima uZraSyti taip:

y(xvm()vy()) = y(x — Zo, OvyO) = SD(I' - x()vy())'

I8 ¢ia iSplaukia, kad autonominés sistemos sprendinys priklauso ne nuo
nepriklausomo kintamojo z, pradinés reikSmés xq ir pradinio tasko yq, o
nuo skirtumo z — zg ir pradinio tasko yg. Geometriskai $ig savybe gal-
ima interpretuoti taip. Jeigu dvi autonominés sistemos trajektorijos turi
bendra tagka, tai jos sutampa.
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4.2 TIESINES HOMOGENINIY DIFERENCIALINIY LYGCIY
SISTEMOS

Nagrinésime tiesiniy homogeniniy lyg¢iy sistema

y' = A(z)y. (4.7)

Jos sprendiniai turi svarbiy i8skirtiniy savybiy. Tiesinés homogeninés lygciuy
sistemos sprendiniy aibé yra tisiné erdvé, t.y.

1. Jeigu funkcija ¢ yra (4.7) sitemos sprendinys, tai funkcija cp taip pat yra
Sios sistemos sprendinys, ¢ — skaliariné konstanta;

2. Jeigu funkcijos ¢ ir ¢ yra (4.7) sitemos sprendiniai, tai funkcija ¢+ taip
pat yra Sios sistemos sprendinys.

I3 tikryjy, tegu ¢ ir ¢ yra (4.7) sitemos sprendiniai. Tada

%(ap) = Cgol = CA(.T)(P = A(f)c%

Lot ) =+ = A@)p + Ay = A@)(p + ).

dx
Isvados:
1. Jeigu ¢1,..., @, yra (4.7) sistemos sprendiniai, tai jy tiesinis darinys

01<P1 +---+ cmSOm
taip pat yra (4.7) sistemos sprendinys.

2. Tegu x = ¢ + itp yra kompleksinis (4.7) lygéiy sistemos su realiais koefi-
cientais ay;, k,j = 1,...,n sprendinys. Tada

¢ + iy = Az)p +iA(z).
Sulygine realia ir menama dalis, gausime
o' =A@)p, ¥ =A@

Taigi kompleksinio sprendinio realioji ir menamoji dalys yra (4.7) lygciy
sistemos sprendiniai.

Apibrézimas. Sakysime, vektorinés funkcijos ¢1,...,¢m @ (a,b) —
R"™ yra tiesiSkai nepriklausomos, jeigu lygybe

cap1(x) + -+ empm(x) =0, Ve (a,b)

yra galima tik tuo atveju, kai ¢; = -+ = ¢, = 0. PrieSingu atveju sakysime,
kad vektorinés funkcijos 1, ..., @, yra tiesiskai priklausomos.
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Vektorinés funkcijos ¢1, ..., ¢, yra tiesiSkai priklausomos, jeigu egzistuoja
konstantos c1, ..., ¢m, 18 kuriy bent viena nelygi nuliui, tokios, kad

c1e1(x) + -+ empm(z) =0, V€ (a,b).

Jeigu vektorinés funkcijos @1, . . ., o, yra tiesiskai priklausomos, tai kiekviename
fiksuotame taske z¢ € (a,b) vektoriai ¢1(xg), ..., om(zo) yra tiesiskai priklau-
somi. AtvirStinis teiginys yra neteisingas. Tadiau, jeigu vektoriai ¢1,...,@m
yra (4.7) sistemos sprendiniai ir jie yra tiesiskai priklausomi kokiame nors taske
zo € (a,b), tai jie yra tiesiskai priklausomi visame intervale (a,b). Tiksliau yra
teisinga teorema.

4.7 teorema. Tegu ¢1,...,pm : (a,b) — R™ yra (4.7) sistemos sprendiniai
ir kokiame nors taske x¢ € (a,b) vektoriai ¢1(xo), ..., om(zo) yra tiesiskai prik-

lausomi, t.y.
n

Cl‘Pl(xO)_‘_"' +Cm90m(x0) =0, Zci 7&0
k=1

Tada
cro1(z) + -+ + Cmpm(z) =0, Vz € (a,b).

< Funkcija
o) = crp1(x) + - + cmem(x)

yra (4.7)) sistemos sprendinys. Be to, taske z¢ € (a,b) jis tenkina homogenine
pradine salyga
¢(z0) = c1p1(20) + - + Cmpm(20) = 0.

Funkcija ¢(x) = 0 taip pat tenkina (4.7)) sistema ir ta pacia homogenine prad-
ine salyga. Pagal sprendinio egzistavimo ir vienaties teorema Sie sprendiniai
sutampa, t.y. ¢(z) = 0,Vz € (a,b). >

4.8 teorema. Bet kokie n tiesiskai nepriklausomi (4.7) sistemos sprendiniai
yra Sios sistemos sprendiniy erdvés bazé.

< Tegu ¢1,...,p, — n tiesiskai nepriklausomi (4.7)) sistemos sprendiniai. Tada
vektoriai @1 (o), . .., ©n(xo) yra tiesiskai nepriklausomi, Vaq € (a,b). Todél jie
yra erdves R™ bazé.

Laisvai pasirenkame (4.7) sistemos sprendinj 1. Vektorius 1 (zp) € R™. I§-
reiske ji per bazinius vektorius ¢1(zg),. .., pn(xo), gausime

Y(wo) = c1p1(w0) + - -+ + cnipn (o).

I5 Sios lygybés matome, kad vektoriai ¢(xg), p1(xo),. .., pn(xo) yra tiesiskai
priklausomi taske xg. Pagal [4.7 teorema jie yra tiesiskai priklausomi visame
intervale (a,b) (su tais paciais koeficientais), t.y.

1/’(@ = 01901(1') + o+ Cn‘Pn(I)-I>
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Isvada. Bet kokie (4.7) sistemos sprendiniai ¢, ..., @, yra Sios siste-
mos sprendiniy erdvés bazé, jeigu kokiame nors taske xzo € (a,b) vektoriai
©1(xg), ..., pn(xo) yra tiesiskai nepriklausomi.

Atkreipsime démesj j tai, kad (4.7) sistemos sprendiniy erdveés bazé egzis-
tuoja. Vektorius ¢, ..., ¢, galima apibrézti kaip Kosi uzdaviniy

y = A(x)% y(xO) = (1,0,...,0),
y/ = A(a:)y, y(l‘o) = (07 L.. '70)a

y = Ay ylxe) = (0,...,0,1);

sprendinius.

Sprendiniy erdvés bazé daznai yra vadinama fundamentaliaja sprendiniy sis-
tema. Tegu ¢1,..., @, yra (4.7) sistemos fundamentalioji sprendiniy sistema.
Tada funkcija

(@) = c101(x) + -+ + cpn (@) (48)

su laisvais koeficientais ¢y, ...,¢, yra (4.7) sistemos bendrasis sprendinys. I§
tikryjy, funkcija ¢, apibrézta (4.8) formule, yra (4.7) sistemos sprendinys su
kiekvienu konstanty rinkiniu ¢y, ...,¢,. Atvirksciai, tegu y = @(z) yra koks
nors (4.7) sistemos sprendinys tenkinantis pradine salyga ¢(xg) = yo. Tada
tiesiné algebriniy lygéiy sistema

Yo = crp1(zo) + - + cnipn(20)

turi vienintelj netrivialy sprendinj cJ,. .., 2. Funkcija

po(z) = o1 () + -+ + ()

taip pat yra (4.7) sistemos sprendinys tenkinantis ta pacia pradine salyga. Pa-
gal sprendinio egzistavimo ir vienaties teorema po(z) = ¢(x). Taigi funkcija ¢
galima iSreiksti (4.8)) formule.

Tegu 1, ...,¢, — fundamentalioji sprendiniy sistema, ® — i§ 8iy vektoriy
sudaryta matrica. Matrica ® vadinama fundamentaliaja matrica. Pazyméje
C = colon(ey, . .., c¢,) bendraji (4.7) sistemos sprendinj galime uZraSyti taip:

p(z) = ®(z)C. (4.9)

Matricos ¢ determinantas
W(z) = det ®(x)

yra vadinamas funkcijy sistemos 1, ..., @, Vronskio determinantu.
4.9 teorema. Yra ekvivalentus tokie trys teiginiai:
1. W(z) =0, Vz¢€ (a,b);
2. W(xg) = 0, kokiame nors taske xy € (a,b);

3. Sprendiniai @1, ..., p, — tiesiSkai priklausomi.
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< Jrodysime, kad 1 = 2 = 3 = 1. Implikacija 1 = 2 yra akivaizdi. Tarkime,
kad W(xo) = 0,z € (a,b). Tada vektoriai i (x0), ..., pn(xo) yra tiesiskai prik-
lausomi. Taciau tada pagal 4.7 teorema sprendiniai ¢q,...,¢, yra tiesiskai
priklausomi. Taigi i§ 2 = 3. Tarkime, sprendiniai ¢1, ..., ¢, yra tiesiskai prik-
lausomi. Tada vektoriai ¢1(z),...,¢n(x), € (a,b) yra tiesiskai priklausomi ir
i§ jy sudarytas determinantas yra lygus nuliui. >

Tegu 1, ...,p, — fundamentalioji sprendiniy sistema, W = det® — ja

atitinkantis Vronskio determinantas, ¢r = colon(vgi,...,vrn), k = 1,...,n.
Tada
pu() o () .. ()
W(z) = : : : : :
on1(x) - onr(x) ... Pnal(T)

Jo iSvestine

pri(z) - @@ o pin(T)
: : : : : (4.10)
en1(®) - (@) o pan(2).

Kiekviena i§ funkcijy ¢ yra (4.7)) sistemos sprendinys. Todél

n
!
Pik = § OkjPij
Jj=1

ir

4,011(1‘) i:lakjgplj(x) <p1n(1‘)
W) =
T oom(@) > oyons@) o pun@)

Isskleide determinanta po sumos zenklu, gausime suma determinanty su koefi-
cientais ag;, i§ kuriy vienas prie koeficiento axi lygus Wx), o kiti lygus nuliui.
Taigi

W' (x) = (Z akk)W(x).
k=1
Si lygtis yra pirmos eilés tiesiné homogeniné diferencialiné lygtis. Jos sprendinys
W (z) = W(zo) exp /Zakk(x) dz p . (4.11)
k=1

Pastaroji formulé vadinama Liuvilio formule.
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4.3 NEHOMOGENINES TIESINIY DIFERENCIALINIY LYGCIY
SISTEMOS

Tegu ¢ = colon(¢1,...,1y,) yra koks nors tiesinés nehomogeninés lygé¢iy siste-
mos
y' = A()y +q(z) (4.12)

sprendinys. Padare keitinj y = ¢+1), gausime tiesine homogenine lyg¢iy sistema

o = Ax)ep. (4.13)

Tarkime ¢1,...,®, yra Sios sistemos fundamentalioji sprendiniy sistema.
Tada jos bendrasis sprendinys

S@:Clsp1+...+cnspn.

Kartu
y=cip1+ -+ cpon+¢ (4.14)

yra (4.12)) sistemos sprendinys. Irodysime, kad (4.14) formulé apibréZia bendrajj
(4.12)) sistemos sprendinj juostoje z € (a,b), y € (—00,0).

Akivaizdu, kad kiekvienam konstanty rinkiniui ¢y, . .., ¢, (4.14) formulé api-
brézia (4.12) sistemos sprendinj. Tegu y = y(x) yra Kosi uzdavinio

Y = A(x)y +q(x), y(zo) = yo

sprendinys. Tiesiné algebriniy lygé¢iy sistema

c1p1(xo) + -+ + cnn(x0) + 9 (20) = Yo

turi vienintelj sprendinj, nes jos determinantas nelygus nuliui. Pazymeékime ji
0 0 Tad
c,...,c,. Tada

y=ylx) it y=cei(@)+ -+ pea(e) + (@)

yra to paties Kosi uzdavinio sprendiniai. Pagal Kosi uzdavinio sprendiniy vien-
aties teorema jie sutampa. Taigi kiekviena Kosi uzdavinio sprendinj y = y(x)
galima iSreiksti (4.14) formule.

I5vada. Bendrasis (4.12) sistemos sprendinys

y=e+;

¢ia ¢ — koks nors atskirasis (4.12) sistemos sprendinys, o ¢ — bendrasis (4.13)
sistemos sprendinys.

Tegu 1, ..., ¢, — fundamentalioji (4.13) sistemos sprendiniy sistema, ® — i3
ju sudaryta fundamentalioji matrica. Rasime atskirajj (4.12)) sistemos sprendinj.
Ji ieskosime konstanty variavimo metodu.

Apibrézkime funkcija
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¢ia ¢(x) : (a,b) — R™ — neZzinoma vektoriné funkcija. Istate taip apibrézta
funkcija j (4.12) sistema, gausime

' (z)c(x) + B(z)c (x) = A(x)®(2)c(x) + ¢(2).

Fundamentalioji matrica ® tenkina homogenine diferencialiniy lyg¢iy sistema,
t.y.

' (x) = A(z)®(z).
Todeél vektoriné funkcija ¢ turi tenkinti sistema
(x)c! () = qla).
Sios sistemos Vronskio determinantas
W(x) = det ®(z) # 0.
Todél ja galima iSspresti ¢’ atzvilgiu, t.y.
¢ (2) = 0~ (@)q(x).

Si lygtis turi sprendinj

V() = @(x)/cp—l(s)q(s) ds. (4.15)

Bendrasis (4.13)) sistemos sprendinys
y = ®(x)g

Cia ¢ € R™ — pastovus vektorius. Todél (4.12)) sistemos bendrasis sprendinys

x

y=®(x)c+ @(x)/@‘l(s)q(s) ds. (4.16)

Zo
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4.4 TIESINIY DIFERENCIALINIY LYGCIY SISTEMOS
SU PASTOVIAIS REALIAIS KOEFICIENTAIS

Nagrinésime tiesine diferencialiniy lyg¢iy sistema
y' = Ay + q(x), (4.17)

kurioje matricos A elementai a;; yra pastovus realus skaiciai. Sios sistemos
sprendimas susiveda j homogeninés sistemos

y = Ay (4.18)

sprendima. I8 tikryjy, jeigu zinome kokia nors (4.18) sistemos fundamentaliaja
sprendiniy sistema, tai konstanty variavimo metodu galime rasti (4.17) sistemos
atskirajj sprendinj. Kartu galime rasti ir jos bendrajj sprendinj. Todél toliau
nagrinésime (4.18) sistema.

Atskirojo (4.18) sistemos sprendinio ieSkosime pavidalu

y = be*, b =colon(by,..., by,).
Istate taip apibrézta funkcijg j (4.18)) sistema, gausime
Aber = AbeM = (A — AE)be® = 0.

Tai yra tiesiné algebriné n lygéiy sistema by, ..., b, atzvilgiu. Ji turi netrivialy
sprendinj! tada ir tik tada, kai jos determinantas

det(A — AE) = 0.

Si lygtis vadinama charakteristine lygtimi (4.18) sistemai. Parametro \ atzvilgiu
kairioji charakteristinés lygties pusé yra n-ojo laipsnio polinomas. Jis vadinamas
charakteristiniu polinomu. I8 tiesinés algebros yra Zzinoma, kad n-ojo laipsnio
polinomas turi lygiai n Sakny. Tegu Ai,..., A, yra charakteristinio polinomo
Saknys. Atskirai iSnagrinésime tris atvejus:

1. Saknys A1, ..., Ay yra skirtingos ir realios.
2. Saknys A1, ..., Ap yra skirtingos, tac¢iau tarp jy yra kompleksinés.
3. Kai kurios i§ 8akny A1, ..., A, yra kartotinés.

I8 pradziy iSnagrinésime atvejj, kai Saknys A1, ..., A\, yra skirtingos ir realios.
Siuo atveju vektorinés funkcijos

o = bpe™®, by = colon(bgi,...,bgn), k=1,....n (4.19)

yra (4.18)) sistemos sprendiniai, o vektoriai by yra algebriniy lygéiy sistemos
(A = A\ E)b = 0 sprendiniai. Be to, funkcijos ¢r, k = 1,2,...,n yra tiesiskai

I Tokiy sprendiniy yra be galo daug. Tiksliau, jeigu vektorius be** yra (4.18) sistemos
sprendinys, tai vektorius kbe**, k € R taip pat yra Sios sistemos sprendinys.
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nepriklausomos (patikrinkite). Todél taip apibréztos funkcijos ¢ yra funda-
mentalioji sprendiniy sistema.

ISnagrinésime antrajj atvejj. Tarkime, Saknys Aq1,..., A, yra skirtingos, ta-
¢iau tarp jy yra kompleksinés. Tegu o = a+13 yra viena i$§ kompleksiniy Sakny.
Tada ¢ = o — i taip pat yra kompleksiné Saknis, t.y. kompleksinés Saknys jeina
poromis. Saknj o atitinka algebriniy lygéiy sistema

(A—cE)b=0.

Kadangi visos Saknys yra skirtingos, tai §i sitema turi vienintelj, daugiklio tik-
slumu, netrivialy kompleksinj sprendinj b = u + v ir

be?® = (u + iv)e TP = (y 4 iv)e®® (cos Bz + i sin Bz

yra (4.18) sistemos kompleksinis sprendinys! Atskyre jame realia ir menama
dalis, gausime du realius (4.18)) sistemos sprendinius

(ucos Bz — vsin Bx)e™®,  (vcos Bz + usin fz)e™™.

Lengvai galima jsitikinti, kad kompleksigkai jungtine Saknj & = o — i3 atitinka
ta pati realiy sprendiniy pora. Kartu kiekviena kompleksiskai jungtiniy Sakny
pora atitinka du realus sprendiniai, o skirtingas n Sakny atitinka lygiai n realiy
sprendiniy. Be to, Sie sprendiniai yra tiesiSkai nepriklausomi. Norint tuo
isitikinti reikia grizti nuo trigonometriniy prie rodikliniy funkcijy.

ISnagrinésime treciajj atveji. Tarkime, dalis Sakny Ay, ..., A\, yra kartotinés.
Jeigu kurios nors Saknies, pavyzdziui A, kartotinumas lygus vienetui, tai neprik-
lausomai nuo to kokios yra kitos Saknys, ja visada atitinka sprendinys be ®,
b = colon(by,...,by).

Tegu p yra charakteristinio polinomo r kartotinumo Saknis. Tada matema-
tinés indukcijos metodu galima jrodyti, kad Sig Saknj atitinka sprendinys

P._1(z)e"”, P._1(x) = colon(pir—1(x), ..., Pnr—1(x));

¢ia p1r—1(), ..., prr—1(x) yra s < r — 1 laipsnio polinomai, turintis visumoje
lygiai r laisvy koeficienty.

Tegu p yra charakteristinio polinomo 7 karotinumo kompleksiné Saknis. Ta-
da jungtiné Saknis p taip pat yra r kartotinumo Saknis. Sakni w atitinka kom-
pleksinis sprendinys Py_1(z)e”* su r kompleksiniy laisvy konstanty. Atskire
jame realig ir menama dalis, gausime porg realiy sprendiniy. Kiekviename is jy
yra r laisvy konstanty.

Taigi kiekvieng realia charakteristinio polinomo r kartotinumo Saknj atitin-
ka sprendinys su r laisvy konstanty. Kiekviena kompleksiniy r kartotinumo
Sakny pora atitinka atitinka realus sprendinys su 2r laisvy konstanty. Visuma

I Kompleksiné funkcija @ = y + iz yra (4.18) sistemos sprendinys, jeigu
y +iz = Ay +iAz.

Tuo atveju, kai matricos A koeficientai yra realus, kompleksinio sprendinio realioji ir menamoji
dalys taip pat yra (4.18) sistemos sprendiniai.
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charakteristinio polinomo Sakny atitinka sprendinys su n laisvy konstanty. IS
jo galima isskirti lygiai n realiy, teisiskai nepriklausomy sprendiniy, t.y. galime
sukonstruoti fundamentaliaja sprendiniy sistema. Kartu galime rasti bendrajj
homogeninés lygties sprendinj.

Pavyzdziai:

1. Rasime sistemos

Y1 = Y1 — Y2, 1 -1
I1 — y/ = < 4 1 )yv
Yo = —4y1 + 2

y = colon(y1, y2) bendrajj sprendinj. Charakteristinés lygties

1-Xx -1
-4 1-A

‘:0 = N-21-3=0
Saknys A1 = —1, Ay = 3 yra realios ir skirtingos. Todél atskirus na-
grinéjamos sistemos sprendinius ieskome pavidalu:

@1 = colon(by,by)e™™, @y = colon(dy,ds)e>”.

Istate pirmajj sprendinj j sistema gausime algebrine homogenine dviejy
lygciy sitema

1 1 — ba, — 2b1 — by = 0,
—by = —4by + by —4b; + 2by = 0.
Ji turi be galo daug sprendiniy. Paéme b; = 1, by = 2 gausime atskirajj

sprendinj ¢ = colon(1,2)e*. Istate | nagrinéjama sistema sprendinj s
gausime sistema

3d; = dy — ds, 2dy + ds = 0,
—
3do = —4d; + do 4dy + 2ds = 0.
Ji turi be galo daug sprendiniy. Paéme d; = 1, do = —2 rasime atskirajj
sprendinj ¢, = colon(1, —2)e3*. Taigi bendrasis nagrinéjamos sistemos

sprendinys

Y =cC1p1 + copo = (

cre” % + ¢9e?
2c167% — 2c9e3* |

2. Rasime sistemos

Yy =11+ Yo, 1 1 0
Yy = —y1 + Y2 — Y3, = y=-11 -1 |y,
Yz = 3y2 + 3, 0 3 1

y = colon(y1, y2, y3) bendrajj sprendinj. Charakteristinés lygties
1-A 1 0

1 1-X —1 |=0 <= (A-=XNAN\=2\+5)=0
0 31—\
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Saknys Ay = 1, Ay = 1+ 2i, A3 = 1 — 2i. Saknj \; atitinkantj atskirajj
sprendinj galime ieskoti pavidalu p; = colon(by, bs, b3)e®. Istate taip api-
brézta sprendinj j lygtj gausime algebrine homogenine trijy lygéiy sistema

by = b1 + bo, by =0,
by = —by + b2 — b3 = —b1 — b3 =0,
b3 = +3by + b3 3bg =
Ji turi be galo daug sprendiniy. Paéme b; = 1 gausime b3 = —1. Taigi

atskirasis sprendinys ¢ = colon(1,0, —1)e®. Sakni Ao atitinka kompleksi-
nis sprendinys ¢ = colon(dy, da, d3)e(1+2i)w su kompleksiném laisvom kon-
stantom dy, do, ds. Istate taip apibrézta sprendinj j lygti gausime algebrine
homogenine trijy lygéiy sistema

(14 2i)dy = dy + da, 2idy = dy,
(1420)ds = —dy +ds —ds = 2idy = —dy — ds,
(1 + 2i)d3 = +3ds + d3 2tds = 3d>.

kintamuyjuy dy, do,ds atzvilgiu. Ji turi be galo daug sprendiniy. Paéme
do = 2i randame: dy = 1, d3 = 3. Todél kompleksinis sprendinys

@ = colon(1, 21, 3)6(1+2i)m-

Atskyre jame ralia ir menama dalis gausime du realius sprendinius
1 = colon(cos 2z, —2 sin 2z, 3 cos 2x)e”,
2 = colon(sin 2x, 2 cos 2z, 3 sin 2x)e”.

Kompleksine Saknj A3 atitinka ta pati realiy sprendiniy pora. Taigi ben-
drasis nagrinéjamos sistemos sprendinys

€1 + ¢co cos2x + c3sin2x
Y = c1p1 + Capa + c3p3 = €7 —2¢9 sin 2x2x + 2¢3 cos 2x
—c1 + 3¢ cos 2z + 3c3 sin 2x

3. Rasime sistemos
Yl =y1— Y2+ us, 1 -1 1

Yo =y1 + Y2 — ys, = y=|1 1 -1 |y,
ys = —y2 + 2y3,

y = colon(y, y2, y3) bendraji sprendinj. Charakteristinés lygties
1—A -1 1

I 1-A -1 |=0 <= (2-)M)M-12=0
0 -1 2-A
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Saknys Ay = 2, Ao = 1, A3 = 1. Sakni A1 atitinkantj atskirajj sprendinj
galime iegkoti pavidalu ¢; = colon(by, be,b3)e®®. Istate taip apibréita
sprendinj j lygtj gausime algebrine homogenine trijy lygciy sistema

2by = by — by + b3, by +ba — b3 =0,
2b2:bl+b2—b3 = bl—bQ—bgzo,
g = —by + 2bs by = 0.

Ji turi be galo daug sprendiniy. Paéme b; = 1 gausime b3 = 1. Taigi atski-
rasis sprendinys ¢; = colon(1,0,1)e?*. Antrosios charakteristinio poli-
nomo Saknies kartotinumas lygus dviem. Todél kity atskiry sprendiniy
galima ieskoti pavidalu

@ = colon(by + box, dy + dox,y1 + Y22)€”.
Istate taip apibrézta sprendinj j lygti gausime lygybes

by + (b1 + baz) = (b1 + baz) — (d1 + daz) + (71 + 722),
dy + (dy + dox) = (b1 + box) + (dy + d2w) — (71 + 7o)
Y2 + (71 +721) = —(di + daw) 4+ 2(71 + Y22).

Sutrauke pana8ius narius jas perraSysime taip:

(v2a—do)z+v1 —di —by =0,
(ba =v2)x +by —v1 —day =0,
(v2—d2)x 4+ —dy — 72 =0.

Sios lygybés bus teisingos su visais € R tada ir tik tada, kai

’YZ_dQ:Oa
62772:0,
72_d2:07

Y1 —d1 —by =0,
b1—71—d2:0,
'yl—dl—'yQ:O.

Kadangi 8aknies kartotinumas r = 2, tai pastarosios algebrinés Sesiy lygciy
sistemos sprendiniy aibé priklauso nuo dviejy laisvy konstanty. ISsprende
Sig sistema atzvilgiu konstanty by ir y; randame:

Y2 = by, da = by, dy = 1 — ba, by =1 + ba.

Tegu by = 1,74 = 0. Tada v = 1,dy = 1,dy = —1,b; = 1. Kai b =
0,71 = 1 turime v =0, dy =0, d; = 1, by = 1. Taigi antraja kartotinumo
r = 2 Saknj atitinka du tiesiSkai nepriklausomi sprendiniai

w2 = colon(l 4z, —1+ x,z)e”, 3= colon(1,1,1)e”,
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o bendrasis nagrinéjamos sistemos sprendinys

c1€%® + co(1 + x)e® + c3e”
Y = c1p1 + Caa + c303 = co(x —1)e” 4 cze”
c1€%® 4 coze® + c3e®

Pastaba. Cia pateikta konstrukcija nesuteikia pilnos informacijos apie
fundamentaliosios matricos struktura, kol fundamentalioji matrica néra surasta.
Zemiau pateiksime metoda, kurio pagalba galima sukonstruoti i$ karto visa fun-
damentaliajg matrica, skirtingai nuo ¢ia pateikto metodo, kuriame fundamen-
talioji matrica yra konstruojama palaipsniui.

Tegu A — pastovioji n X n eilés matrica. Tiesiné sistema 3’ = Ay keitiniu
y=Qz, detQ #0,susiveda jsistema 2’ = Q' AQz. Neissigimusia matricg Q
galima parikti taip, kad Q 1AQ = J; &ia J — Zordano matrica. Kartu tiesine
sistema su pastoviais koeficientais galima suvesti j paprastesne sistema

2= Jz. (4.20)
Si sistema vadinama kanonine. Tegu
J =diag{Js; (M), .-, Js,, (Am) };

Cia A yra si kartotinumo charakteristinio polinomo det(A — AF) = 0 8aknis, o
Js, (Ar) — Zordano langelis. Tada (4.20)) sistema galima perrasyti taip:

Zi = Az1+ 29,
zy = Mizg + zs,
/ —
Zg, = AZsy,
’
Zn—smtl  — )‘mznfstrl + Zp—s,,4+2,
’
Fn—spm4+2 = )\mznfsm+2 + Zn—s$m+3>
Zn = AmZn-

Pastaroji sistema turi svarby privaluma prie§ bendro pavidalo sistema. Visu
pirma ji iSsiskaido j m nepriklausomy sistemy. Kiekvieng i§ Siy sistemy gal-
ima suintegruoti atskirai. Bendrajj sistemos sprendinj lengvai galima apibrézti
nuosekliai ja integruojant, pradedant nuo paskutinés sistemos lygties.

Antra — nagrinéjant jvairius diferencialiniy lygé¢iy teorijos klausimus, pakanka
Siuos klausimus istirti kanoninéms sistemoms. Pavyzdziui, nagrinéjant jvairius
uzdavinius susijusius su antros eilés sistema

1= a + aia¥ya,
y' — Ay y} 11Y1 12Y2
Yo = a21Y1 + a22y2



122 4. DIFERENCIALINIY LYGCIU SISTEMOS

pakanka iSnagrinéti tokias tris sistemas

! — )\ ! — )\ ! — )\ ,
y/1 1Y1, y/1 191, y/1 191 + Y2 (4.21)
Y A2Y2, Yo = A1¥y2, Ys = MiYo.

Kartu galime tvirtinti, kad tiesinés sistemos y’ = Ay su pastoviais koeficientais
fundamentalioji matrica sutampa su viena i§ matricy

Az Az Az Az
et 0, et 0, eMT  gpeMT,
Q( 0 ez\zz >7 Q( 0 ez\lz >7 Q( 0 e)\lw )
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4.5 KANONINIYSISTEMY PLOKSTUMOJE FAZINIAI PORTRETAI

Tegu A yra antros eilés kvadratiné matrica ir J yra jg atitinkanti Zordano
matrica. Tada tiesine sistema

y' =Ay, yeR® (4.22)
atitinka kanoniné sistema

Y =Jy, yeR% (4.23)
Istirsime Sios sistemos pusiausvyros tasky charakterj, priklausomai nuo charak-
teristinio polinomo 8akny Aj, A2. Charakteristine lygtj det(A — AE) = 0 galima

uzrayti taip:
A2 — (Sp A)X + det A = 0;

2
¢ia SpA = > ay;. Jos saknys
i=1

Ao = %(SpA +vVD), D= (SpA)?—4detA.
Pagal Vijetos teorema
A+ X=SpA, XAy =detA.
Panagiy matricy! charakteristiniai polinomai sutampa. Todél
SpA=SpJ =X+ X, detA=detJ = A1 o.

Tegu matricos A tikrinés reik8meés \;, Ao yra realios, skirtingos ir nelygios
nuliui. Tada (4.23)) sistema (7r. (4.21) formule) galima perragyti taip:

Y =My, Yo = Aoy,
Jos bendrasis sprendinys
yi(x) = creM?, ya(x) = 2% ¢y, 09 € R. (4.24)
Eliminave i§ (4.24)) lyg¢iy kintamaji x, gausime lygtj
1= clya|M2, e =cr/lea M (4.25)

Isskirsime tris atvejus:

1Kvadratinés matricos A ir B yra panaios, jeigu egzistuoja tos padios eilés kvadratiné
neissigimusi matrica @ tokia, kad AQ = QB. Panasiy matricy charakteristiniai polinomai
sutampa. I3 tikryjy

|A=AE| =|QBQ™" = 2QQ ™| = |Q(B — AE)Q™'| = |B — AE|.
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1. Tikrinés reikSmés A1, Ay yra neigiamos. Tai bus tada ir tik tada, kai
detA > 0, D > 0ir SpA < 0. Tegu Ay < A2 < 0. Tada |y;(x)] — O ir
ly2(z)] — 0, kai x — oo. Taigi visos nagrinéjamos sistemos trajektorijos artéja j
koordinaciy pradzia. I (4.25)) lygéiy iSplaukia, kad (4.23)) sistemos trajektorijos
yra parabolés?. Be to, A\;/\2 > 1. Todél visos jos lie¢ia agj yo (7r. 4.1 pav.)

2. Tikrinés reikSmés A1, Ao yra priesSingy zenkly. Tai bus tada ir tik tada,
kai det A < 0, D > 0. Tegu A1 < Ag. Tiksliau tegu Ay < 0 < Ag. Tada |y1 (z)| —
0, ly2(z)] — oo, kai z — oo. Kadangi A\1/Aa < 0, tai (4.23) lygciy sistemos
trajektorijos, apibréziamos (4.25) lygtimi, yra hiperbolés® (7r. 4.2 pav.).

3. Tikrinés reik8meés Aq, Ao yra teigiamos. Tai bus tada ir tik tada, kai
det A>0,D>0ir SpA > 0. Tegu 0 < A1 < Ag. Tada |y1(x)] — oo, |y2(x)| —
00, kai © — oo. Kadangi A;/M\y > 0, tai (4.23)) lygCiy sistemos trajektorijos,
apibréziamos (4.25)) lygtimi, yra parabolés’. Be to, A\1/X2 < 1. Todél jos visos
liecia agj yy (7r. 4.3 pav).

Y2 /j Y2
Y1 ‘\\ Y Y1
4.1 pav. 4.2 pav. 4.3 pav.

Pusiausvyros taskas, pavaizduotas|4.1lir [4.3| paveiksléliuose, vadinamas maz-
go tasku, o pusiausvyros taskas, pavaizduotas [4.2] paveikslélyje — balno tasku.

Tarkime dabar, kad tikrinés reik8meés A1, Ay sutampa ir nelygios nuliui. Tai
bus tada ir tik tada, kai det A > 0 ir D = 0. Tegu A\ = Ay = X # 0. I8skirsime
du atvejus:

1. Tarkime, matrica J yra diagonali. Tada (4.23)) sistema galima perraSyti
taip:

Y1 =M1, Ys = Age.

Jos bendrasis sprendinys

y1(z) = c1e™, yo(z) = coe™™.
Tegu A > 0. Tada |y (z)] — oo, |y2(z)| — o0, kai z — oo. Jeigu A < 0, tai
ly1(z)] — 0, |y2(z)| — 0, kai z — co. Eliminave i§ pastaryjy lygéiy kintamajj z,
gausime lygtj

y1=ky2, k=ci/ca.

213 tikryju tikrosios parabolés yra gaunamos tik tuo atveju, kai A1 /Ay = 2.
315 tikryjy tikrosios hiperbolés gaunamos tik tuo atveju, kai A1 /A2 = —1.
115 tikryjy tikrosios parabolés gaunamos tik tuo atveju, kai A1/Ay = 1/2.
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Taigi sistemos trajektorijos yra spinduliai, iSeinantys i§ koordinaciy pradzios,
kai A > 0, ir jeinantys | koordinaciy pradzia, kai A < 0 (zr. 4.5 ir [4.4] pav.).
Pusiausvyros taskai, pavaizduoti 4.5 ir 4.4 paveiksléliuose, vadinami dikritiniais
(ZvaigZdiniais) mazgais.

Y2 Y2

Y1 Y1

4.5 pav. 4.4 pav.

2. Matrica J néra diagonali. Tada turime sistema

YL =M1 Y2, vh = A
Jos bendrasis sprendinys

y1(z) = (1 + czx)eM, y2(x) = coe

Am.

Jeigu A > 0, tai |y1(x)] — oo, |y2(x)] — oo, kai & — oo. Jeigu A < 0, tai
ly1(x)] — 0, |y2(x)] — 0, kai & — co. Eliminave i§ pastaryjy lygéiy kintamajj z,
gausime sitemos trajektorijy lygtj

c 1
yi = Lyo 4+ <yaIn 2,
Co A Co

Tsvestiné dy;/dys — oo, kai yo — 0. Todél visos trajektorijos liecia asj y;
koordinaciy pradzios taske. Geometriné vieta tasky, kuriuose trajektorijos keicia
kryptj, apibréziama lygtimi ¢ = 0. I pirmosios sistemos lygties gauname, kad
tai yra tiese

l: dy1 +y2=0.

Fazinis sitemos portretas, kai A < 0 ir A > 0, pavaizduotas 4.6/ ir 4.7 paveiksleé-
liuose. Abiem atvejais pusiausvyros taskas vadinamas iSsigimusiu mazgo tasku.

2 A <o 2 x>0
] l l -
Sy g

1 Y1
\\ /
T —

4.6 pav. 4.7 pav.
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Tarkime, tikrinés reikdmeés yra kompleksiskai jungtinés: A\ = o + i3, A =
o — if3. Tai bus tada ir tik tada, kai D < 0. Siuo atveju (4.23) sistems galima
perraSyti taip:
Yy = ayr + By, vy = —By1 + ay.

Ivede polines koordinates
y1 =rcosf, yo =rsind,

gausime sistema

Jos sprendinys
r=ree*®, 0=0¢— px.

Taigi
y1 = roe*® cos(fy — fx), y2 = roe*sin(fy — px).

Jeigu o < 0, tai |yi1(x)] — 0, |y2(z)| — 0, kai © — oco. Jeigu o > 0, tai
ly1(x)] — 00, |y2(x)] — oo, kai & — co. Jeigu a = 0, tai visos trajektorijos yra
2w /3 periodinés funkcijos.

Tarkime « = 0, t.y. tikriné reik§mé A yra grynai menama (tai bus tada ir
tik tada, kai Sp A = 0). Siuo atveju trajektorijos yra koncentriski apskritimai
su centru koordina¢iy pradzioje (7r. 4.8 pav.). Pusiausvyros taskas, pavaizduo-
tas [4.8| paveikslélyje, vadinamas centro tasku. Tegu a # 0. Tada trajektorijos
yra spiralés. Kai & — oo ir @ < 0(¢& Sp A < 0), fazinis taskas juda spirale,
artédamas prie koordinac¢iy pradzios (zr. [4.9 pav.), o kai @« > 0 (< Sp A > 0),
fazinis taskas juda spirale, toldamas nuo koordinac¢iy pradzios i begalybe (Zr.
4.10! pav.). Pusiausvyros taskas, pavaizduotas 4.9, 4.10] paveikskéliuose, vadi-
namas zZidinio taSku. Visais atvejais judéjimg pries ar pagal laikrodzio rodykle,
nusako koeficiento 3 zenklas.

Y2 Y2 Y2

Z ARz
&7 &

U1

17N
N2

4.8 pav. 4.9 pav. 4.10 pav.

Tarkime det J = Ay - Ag = 0. Jeigu Ay = 0, 0 A2 # 0, tai (4.23) sistema
galima perraSyti taip:
y1 =0, y3=Aaye.

Jos bendrasis sprendinys

y1(z) = C1,  yolx) = Coe™2”.
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I3 ¢ia iSplaukia, kad bet kuris taskas, gulintis y; aSyje, yra pusiausvyros taskas.
Kai A2 > 0 (A2 < 0), trajektorijos yra i§ y; aSies i8einantys (jeinantys) spin-
duliai, lygiagretus yo aSiai. Fazinis sistemos portretas, kai Ao > 0 ir A2 < 0,
pavaizduotas 4.11 ir 4.12 paveiksléliuose.

Jeigu Ay = Ay = 0 ir matrica J néra nuliné, tai (4.23) sistema (7r. (4.21)
formule) galima perraSyti taip:

Y =y2, yp=0.

Jos bendrasis sprendinys

y1(z) = Cox,  yo(x) = Ch.

I8 ¢ia isplaukia, kad bet kuris taskas, gulintis y; aSyje, yra pusiausvyros taskas, o
trajektorijos yra tiesés, lygiagrecios y; aSiai. Fazinis sistemos portretas pavaiz-
duotas [4.13| paveikslélyje.

Y2 U1 Y2

Y1 Y1 ([

4.11 pav. 4.12 pav. 4.13 pav.

Kanoninés sistemos y' = Jy pusiausvyros tasko charakteris priklauso nuo
Zordano matricos J tikriniy reik8miy. Tiksliau, nuo charakteristinio polinomo
koeficienty Sp J ir det J. Kadangi panaSiy matricy charakteristiniai polinomai
sutampa, tai SpJ = Sp A, detJ = det A. Todél tiesiniy sistemy ' = Ay
pusiausvyros taskus galima klasifikuoti lygiai taip pat kaip ir jas atitinkandiy
kanoniniy sistemy pusiausvyros taskus. Pavyzdziui, jeigu kokios nors kanoninés
sistemos 3y’ = Jy pusiausvyros tagkas yra zidinys, tai visy jg atitinkanciy tiesiniy
sistemy pusiausvyros tagkai taip pat yra zidiniai.
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det A

@@@

Y\
W
|

4.14 pav.

SpA

Kiekvieng fiksuotg reik§miy Sp A ir det A porg atitinka charakteristinis poli-
nomas

A% — (Sp A)A +det A = 0.

Kadangi
SpA:SpJ:)\1+>\2, detA:detJ:)\l-)\g,

tai 8is charakteristinis polinomas vienareik§miskai apibrézia kanonine sistema
y' = Jy bei jos pusiausvyros tasks. Kartu yra apibréZiamas ir su $ia sistema susi-
jusios tiesinés sistemos 3y’ = Ay pusiausvyros taskas. Taigi kiekvieng reiksmiy
Sp A, det A pora atitinka tam tikras tieisnés sistemos 3’ = Ay pusiausvyros
taskas. Si atitinkamybé geometriskai pavaizduota 4.14 paveikslélyje

Tegu @ yra neiSsigimusi matrica, kurios pagalba matrica A suvedama j Zor-
dano pavidalg J. Tada transformacija y = @z deformuoja kanoninés sistemos
7' = Jz fazinj portreta j tiesinés sistemos iy’ = Ay fazinj portreta. Kadangi tokia
transformacija yra tiesiné ir tolydi, tai trajektorijy kokybinis vaizdas iSlieka toks
pats. Jos gali buti tik kiek iStemptos (suspaustos) ir pasuktos apie koordinaciy
pradzia. Pavyzdziui, sistema

, 5 4 , 4 5
Y1 = 31— JY2, Yo = Y1 — Y2

3 3 3 3
tiesinés transformacijos
Y1 =221+ 22, Y2 =21+ 22
pagalba suvedama j kanoninj pavidala

!
21 = %1, Zo = —Z2.

Siuo atveju Zordano matricos tikrinés reiksmeés \; = 1, Ay = —1. Todél pusiau-
svyros taSkas yra balno taskas. Kanoninés sistemos bendrasis sprendinys

z1 = c1€¥, 29 = coe” V.
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Eliminave nepriklausoma kintamajj x gauname, kad fazinés trajektorijos yra
hiperbolés
Z1%2 = C, C = C1Ca.

Fazinis sitemos portretas pavaizduotas [4.15] paveikslélyje. Grize prie kintamyjuy
Y1, Y2, gausime

=2ci1e® + cpe™ " 5 = c1€” + 2c0e” "
1 1 )

I8 8iy lygéiy eliminave kintamaji x, gausime nagrinéjamos sistemos trajektorijy
lygti

(2 = 2y1)(y1 — 292) =
¢a ¢ = 9cqco. Taigi nagrinéjamos sitemos trajektorijos yra hiperbolés. Jy fazinis
portetas pavaizduotas 4.16/ paveiksleélyje.

22 Y2

Z2'>’2yy123112
21 ///(/// Y1 |
5

4.15 pav. 4.16 pav.



5 SKYRIUS

Autonomines sistemos

5.1 AUTONOMINES LYGTYS TIESEJE

Naginéjant autonomines lygtys nepriklausomas kintamasis dazniausiai yra lai-
kas. Todeél siame skyriuje nepriklausoma kintamaji Zymésime raide ¢, o ieSkoma
funkcija raide z. Lygtys, kuriy deSinioji pusé tiesiogiai nepriklauso nuo laiko t,
t.y.

&= f(z), z€(a,b)CR (5.1)
vadinamos autonominémsis. Jy sprendinio kitimo greitis priklauso tik nuo paties
sprendinio. Kitais zodZziais tariant, tokiy lygéiy sprendinys pats valdo savo
keitimasi.

Priminsime, kad autonominés lygtys iSsiskiria i§ kity viena svarbia savybe.
Jeigu x = ¢(t),t € (a,b) yra (5.1)) lygties sprendinys, tai x = ¥(t) = p(t+c),t €
(a—c¢,b—c),c €R, taip pat yra (5.1) lygties sprendinys.

Isvada. Teguz = ¢(t) yra (5.1) lygties sprendinys, apibréztas Vt € Rir I
— 8io sprendinio reikSmiy sritis. Be to, tegu per kiekvieng juostos I = Rx I taska
eina tik viena (5.1) lygties integraliné kreivé. Tada bet kurig kita Sios lygties
integraline kreive, esancia juostoje II, galima apibrézti lygtimi @ = o(t + ¢),c €
R. Taigi integralinés kreives juostoje II gaunamos viena i$ kitos poslinkiu ¢ aSies
kryptimi.

Pavyzdys. Lygtis

i = 2

turi trivialy sprendinj z(¢) = 0,¢ € R ir netrivialius sprendinius z = (¢ — ¢)7 !,
kai t > ¢ bei z = (c —t)7!, kai ¢t < c. Pastaruosius sprendinius atitinkancios
integralinés kreivés yra hiperbolés (7r. 5.1 pav.).

r=(c—t)"!

5.1 pav.

Integralinés kreivés dalina plokstuma R? j dvi pusplokitumes z > 0 ir z <
0. Pusplokstumeéje = > 0 bet kuria integraline kreive galima gauti paslinkus
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virsutine hiperbolés x = —t~1,¢t < 0 3aka ¢ adies kryptimi. Analogigkai pus-
plokstumeéje x < 0 bet kuria integraline kreive galima gauti paslinkus apatine
hiperbolés o = —t~1,¢ > 0 Saka t aSies kryptimi.

Integraliniy kreiviy Seimy, kurios gaunamos viena i§ kitos poslinkiu ¢ asies
kryptimi, kokybinj vaizda nusako kiekvienas individualus sprendinys. Savo
ruoztu kiekvieno tokio sprendinio kokybinj vaizda apibrézia funkcija f. Jeigu
kokiame nors taske x = ¢ funkcija f(c) = 0, tai funkcija

olt) = ¢, te(—00,00)

yra (5.1) lygties sprendinys. Toks sprendinys vadinamas stacionariuoju spren-
diniu, o taskas c-pusiausvyros tagku. Jeigu f(z) # 0, t.y. f(x) > 0, arba f(z) <
0, tai kiekvienas (5.1)) lygties sprendinys yra arba didéjanti, arba mazéjanti funk-
cija. Tokias sprendiniy savybes patogiau vaizduoti = aSyje negu (¢, z) plokstu-
moje. Pavyzdziui taskas x = 0 yra lygties

T=2x
pusiausvyros taskas. Kai x > 0, visi Sios lygties sprendiniai yra didéjancios, o
kai z < 0 — maZéjancios funkcijos. Integraliniy kreiviy kokybinis vaizdas (¢, x)
plokstumoje ir x aSyje pavaizduotas 5.2 paveikslélyje. Lygties
=21
pusiausvyros tagkai z = +1. Kai x > 1 arba z < —1, visi Sios lygties sprendiniai

yra didéjancios, o kai —1 < # < 1 — mazéjancios funkcijos. Integraliniy kreiviy
kokybinis vaizdas plokStumoje (¢, z) ir x a8yje pavaizduotas 5.3 paveikslélyje.

b
.

]
—

t L t )
/ —
0 1
5.2 pav. 5.3 pav.

Geometrinis sprendiniy kokybinis vaizdas = asyje vadinamas faziniu portretu,
a8is — fazine a8imi, o jos taskai-faziniais taskais. Jeigu sprendinys x = () néra
pusiausvyros taSkas, tai ¢ yra arba didéjanti, arba mazéjanti funkcija. Todél
jeigu pusiausvyros tasky yra baigtinis skaicius, tai juos atitinkanciy skirtingy
faziniy portrety taip pat yra tik baigtinis skai¢ius. Cia, sakydami "skirtingi",
turime omenyje, kad jie skiriasi sritimis, kuriose sprendiniai didéja arba mazéja.
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Pavyzdziui lygties ¢ = 22 fazinis portretas, pavaizduotas [5.4 paveikslélyje

0
5.4 pav.
skiriasi nuo lygties £ = z fazinio portreto pavaizduoto (5.2 paveikslélyje. Aki-

vaizdu, kad vieno pusiausvyros tasko atveju yra galimi tik keturi skirtingi faziniai
portretai (zr. 5.5 paveikslélj).

e

a

[N ]
QL e

5.5 pav.

Pusiausvyros taskas a vadinamas atraktoriums , taskai b ir ¢ — Suntu, o taskas
d — repeleriu.

Apibreézimas. Sakysime, skirtingos diferencialinés lygtys yra kokybis-
kai ekvivalencios, jeigu jos turi ta patj fazinj portreta, t.y. turi vienoda skaiciy
ta pacia tvarka iSsidés¢iusiy pusiausvyros tasky.

Pavyzdziui, lygtys:

T=u, & =a3

yra kokybigkai ekvivalencios. Jos turi viena pusiausvyros taska — repeleri. Lyg-
tys:

i=(x+2@x+1), i=2-1
taip pat yra kokybiSkai ekvivalencios. Jos turi po du pusiausvyros taskus.

Vienas i§ jy yra atraktorius, o kitas — repeleris. Be to, atraktoriy atitinka
maZesnioji reiksmeé (7r. 5.6 pav.).

5.6 pav.
Lygtys:
it=—(r+2)(z+1), T=2-1

néra kokybiskai ekvivalenc¢ios. Jos turi po du pusiausvyros taskus: atraktoriy ir
repelerj. Tadiau jie yra iSsidéste prieSinga tvarka (Zr. (5.7 pav.).

5.7 pav.

Diferencialinés lygtys gali turéti be galo daug pusiausvyros tasky (pvz. lygtis
& = sinx). Todél skirtingy faziniy portrety taip pat gali buti be galo daug.
Taciau, bet kuris fazinis portretas gali turéti ne daugiau kaip keturis skirtingus
pusiausvyros taskus.
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5.2 AUTONOMINES SISTEMOS PLOKSTUMOJE

Autonomine diferencialiniy lygéiy sistema plokitumoje R? galima uzradyti vek-
toriniu pavidalu

&= f(z); (5.2)

Gia x = (z1,22) € R%, f = (f1,f2). Tegu z = ©(t), ¢ = (p1,¢2) yra Sios
sistemos sprendinys. Tada fazinéje plokstumoje R? jis apibrézia kreive. Jeigu
8i kreivé néra tagkas, tai jai galima priskirti apéjimo kryptj, kai laikas ¢ auga.
Priminsime, kad kreivé, kartu su jos apéjimo kryptimi, vadinama trajektorija.

Bendru atveju (5.2) sistemos sprendiniai priklauso nuo dviejy laisvy kons-
tanty. Todél fazinéje plokitumoje R? Sie sprendiniai apibrézia dviparametrine
kreiviy (trajektorijy) Seima. Norint gauti kokybinj (5.2)) sistemos trajektori-
juy vaizda, reikia Zinoti kaip kinta fazinis taskas x fazinéje plokstumoje R2, kai
laikas ¢ auga. Taigi (5.2)) sistemos fazinis portretas yra dvimatis, o jos kokybinj
vaizda nusako kreiviy Seima kartu su ju apéjimo kryptimi.

Kokybinj (5.2) sistemos tyrima plokstumoje R? pradésime nuo $ios sistemos
pusiausvyros tagky. Tagkas ¢ = (c1,c2) € R? yra (5.2) sistemos pusiausvyros
taskas, jeigu f(c) = 0. Pusiausvyros taska c atitinka stacionarusis (5.2)) sistemos
sprendinys ¢(t) = ¢, t € R, ¢ = (¢1, p2).

Issiaiskinsime (5.2) sistemos trajektoriju galima elgesj pusiausvyros tasko
aplinkoje. Tuo tikslu iSnagrinésime keleta paprasciausiy sistemy su vienu pu-
siausvyros tasku.

1 Pavyzdys. Sistema
.i‘l = —1, j’:g = —X2 (53)

turi pusiausvyros taska (0,0) ir i8siskaido j dvi lygtis, kuriy sprendiniai

r1(t) = cre”?, xa(t) = coe”?, t € (—00,0).

I8 siy formuliy eliminave kintamajj ¢ gausime, kad sprendiniai x1, xo tenkina
lygt]
x1 =kas, k=ci/co.

Todél galime tvirtinti, kad kiekviena (5.3) sistemos trajektorija yra kokioje nors
tieséje, einancioje per koordinaciy pradzia. Be to, kai ¢t — oo,

lz1(t)] = 0, |22(t)] — 0.
Taigi kiekvienas (5.3)) sistemos fazinis taskas artéja prie koordina¢iy pradzios

tasko tiese x1 = kxo, kai t — oo. Fazinis (5.2)) sistemos portretas pavaizduotas
5.8 paveikslélyje.
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T2 Z2

X1 Z1

5.8 pav. 5.9 pav.
2 Pavyzdys. Sistema

i’l = —2, L.ﬂg = —21’2 (54)

turi pusiausvyros taska (0,0) ir i8siskaido j dvi lygtis, kuriy sprendiniai

z1(t) = cre™,  wo(t) = e, t € (—00,00).
I8 8iy formuliy eliminave kintamajj ¢, gausime, kad sprendiniai x;, x2 tenkina
lygti
Ty =ka?, k=cy/ct.
Be to, kai t — oo,
[z ()] = 0, |z2(t)] — 0.

Taigi kiekvienas (5.4) sistemos fazinis tagkas juda parabole zo = kz? ir artéja
prie koordinaciy pradZios, kai ¢ — oo. Fazinis (5.4) sistemos portretas pavaiz-
duotas 5.9 paveikslélyje.

3 Pavyzdys. Sistema

i‘l = —Z, i‘g = X9 (55)

turi pusiausvyros taska (0,0) ir i8siskaido j dvi lygtis, kuriy sprendiniai

z1(t) = cre™",  xa(t) = c2e’, t € (—00,00).
I8 8iy formuliy eliminave kintamajj ¢, gausime, kad sprendiniai x1, xo tenkina
lygti
T1Xg = k, k= C1C2.

Be to, kai t — oo,
lz1(t)] = 0, [x2(t)] — oo.

Taigi kiekvienas (5.0) sistemos fazinis taskas juda hiperbole z1z2 = k ir artéja
i begalybe, kai ¢ — oco. Fazinis (5.5)) sistemos portretas pavaizduotas [5.10
paveikslélyje.
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T2
T2
T &y T
5.10 pav. 5.11 pav.
4 Pavyzdys. Sistema
il = T2, ig = —T1 (56)

turi pusiausvyros taska (0,0). Apibrézkime polines koordinates
T1 =TCOsp, To =rTSsine.

Naujose koordinatése gausime sistema

kurios sprendiniai
r=cy, @=—t+co.

Grjze prie seny kintamuyjy x1, x2, rasime (5.6) sistemos sprendinius
x1(t) = c1cos(—t + c2), x2(t) = cysin(—t+c2), € (—00,00).

I8 siy formuliy eliminave kintamajj ¢, gausime, kad sprendiniai x;, zo tenkina
lygt]
x%—l—x% 202, c=cq.

Is (5.0) lygties iSplaukia, kad pusplokstuméje x5 > 0 sprendinys z; didéja, o
pusplokstumeéje xo < 0 jis mazéja. Be to, pusplokStuméje x; > 0 sprendinys x»
maZéja, o pusplokStuméje z1 < 0 jis didéja. Taigi (5.0)) sistemos trajektorijos yra
koncentriniai apskritimai su centru pusiausvyros taske (0, 0) ir apéjimo kryptimi
pagal laikrodzio rodykle, kai laikas ¢ didéja. Fazinis (5.6) sistemos portretas
pavaizduotas [5.11 paveikslélyje.

5 Pavyzdys. Sistema

T1 =x1, X2 =11+ T2 (57)
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turi pusiausvyros taska (0,0) ir sprendinius
71(t) = cret,  xa(t) = e'(crt +e2), t € (—00,00).
Eliminave kintamajj ¢, gausime, kad sprendiniai x, z2 tenkina lygti
xo =x1(Inzy/c1 + cafcq).

Antrosios eilés i§vestine d2xo/dz? = 1/x1. Todél visos trajektorijos yra igkilos
apacia, kai x7 > 0 ir i8kilos j virsy, kai 1 < 0.

Tegu c¢; > 0. Tada sprendinys x; didéja nuo 0 iki oo, kai ¢ kinta nuo —oo iki
+o00. Sprendinys xo — 400, kai t — +00, ir x5 — —0, kai t — —o0. Kai ¢; =0,
turime sprendinj

r1(t) =0, x9(t) = coe’, t € (—o0,+00).

Kai ¢; < 0, kiekviena sistemos trajektorija yra simetriné koordinac¢iy pradzios
tasko atzvilgiu vienai i§ trajektorijy, atitinkanciy atvejj ¢; > 0. Tuo lengvai gal-
ima jsitikinti ir i§ pacios sistemos. Reikia tik pastebéti, kad ji yra invariantiska
keitinio z1 — —x1, x2 — —x9 atzvilgiu. Be to, i§ pacios sistemos iSplaukia, kad

1 >0, kai x>0,
1 <0, kai z1 <O,
To >0, kai xy+x9 >0,
To <0, kai x1 4+ 29 < 0,
"1.72 :0, kai 1+ T2 =0.

Fazinis (5.7) sistemos portretas pavaizduotas [5.12| paveikslélyje.

2l

5.12 pav. 5.13 pav.

Z2

f

6 Pavyzdys. Sistema
"1.71 = X9, i?z =T (58)

turi pusiausvyros taska (0,0). Padaline antraja Sios sistemos lygtj i§ pirmosios,
gausime paprastaja diferencialine lygtj

dIQ X1

Zr2 ot 0
dr, 2o Ty #
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kintamuyjy z1, o atzvilgiu. Sios lygties sprendiniai yra hiperbolés

3 — 1t =c.
Ju asimptotés yra tiesés x1 + x92 = 0 ir 1 — 2 = 0. Hiperboliy apéjimo kryptj
galima nustatyti i§ (5.8) lyg¢iy. Pavyzdziui, &2 > 0, kai 7 > 0, &7 > 0, kai
xo > 0, t.y. pusplokStuméje x; > 0 sprendinys xo didéja, o pusplokstuméje
x9 > 0 didéja sprendinys z;. Fazinis (5.8)) sistemos portretas pavaizduotas [5.13
paveikslélyje.

Norint nubrézti (5.2) sistemos trajektorijy kokybinj vaizda, nevisada bu-
tina Zinoti jos sprendinius apibréZiancias formules. Tai galima padaryti ne-
sprendziant pacios sistemos. Siuo atveju reikia pasinaudoti izokliniy metodu.

Tarkime, funkcija f yra apibrézta srityje Q C R2. Kiekviename taske x € Q
yra apibréztas vektorius . Siy vektoriy visuma sudaro krypéiy lauka. Pri-
minsime, kad izokliné yra geometriné vieta tasky, kuriuose krypciy laukas yra

pastovus, t.y.

d
@z _ k = const.
dxl

Ypatingai jdomus tie izokliniy tagkai, kurivose dxs/dz; lygus nuliui arba be-
galybei, t.y. izoklinés, kuriose @92 = 0 arba @; = 0.
7 Pavyzdys. Sistemos

(5.9)

vienintelis pusiausvyros taskas yra koordinaciy pradzioje. Izoklinés yra apibré-
ziamos lygtimi

Kai zo = 0, turime £ = oco. Kai 1 = 0, turime k£ = 0. Kitoms &k reikSméms
izoklinés yra parabolés x1 = kz3. Pavyzdziui,

k=1/2, paraboléje z1 = x3/2,
k=1, paraboléje x1 = 23,
k=2, paraboléje 7 = 222,
k= —1/2, paraboléje z1 = —x3/2,
k=-—1, paraboléje 1 = —a3,
= -2, paraboléje 1 = —2x3.

Trajektorijy apéjimo krypti nusako sistemos lyg¢iy deSiniosios pusés. I$ pirmo-
sios lygties iSplaukia, kad x; didéja, kai ¢ kinta nuo —oo iki oco. IS antrosios
lygties gauname, kad x, didéja, kai 1 > 0 ir mazéja, kai 27 < 0.
Padaline antraja Sios sitemos lygtj i§ pirmosios, gausime paprastaja diferen-
cialine lygtij p
T2 T
Tm = 177%’ 2 # 0

kintamuyjy 1, o atzvilgiu. Sios lygties sprendiniai yra apibréZiami formule

3 2 _
TH — 3] =c.



138 5. AUTONOMINES SISTEMOS

Kai ¢ = 0, gauname trajektorija 23 — 3z% = 0, einancia per koordinaciy pradzia.
Trajektorijy fazinis portretas pavaizduotas [5.14] paveikslélyje.

T2 T2
\\i—/’//
_/
T T
5.14 pav. 5.15 pav.

8 Pavyzdys. Sistema
B = —xx0, 9= + 23 (5.10)
turi vienintelj pusiausvyros taska (0,0). Jos izoklinés apibréziamos lygtimi

x%—l—x% — L

1%
I8 Sios lygties iSplaukia, kad k& > 2 ir izoklinés yra tiesés
To = QX1
Cia o yra randamas i§ lygties

1+ a?
a

=k.

Kai a = 0, turime k = £o0o. Todél visos trajektorijos kerta statmenai z; agj.
Kai o — 00, £ — Foo. Kai z; = 0, turime trajektorija, apibrézta lygtimi
iy = x3. Kitoms k reikéméms izoklinés yra tiesés o = axy. Pavyzdziui,

k=5/2, tiesés a9 = —2xq, X2 = —21/2,

k=2, tiesé] o = —x7,
k= —5/2, tieses To = 2171, To = 561/2,
k=-2, ties¢ 9 = x7.

Trajektorijy apéjimo kryptj nusako lygéiy sistemos deSiniosios pusés. I antro-
sios lygties iSplaukia, kad zo didéja, kai x kinta nuo —oo iki co. IS pirmosios
lygties gauname, kad x; didéja, kai z1z2 < 0 ir mazéja, kai xize > 0. Fazinis
(5.10) sistemos portretas pavaizduotas [5.15 paveikslélyje

9 Pavyzdys. Nubrézti sistemos

B =23, do = 12(221 — x2) (5.11)
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trajektorijy kokybinj vaizda. Nagrinéjamu atveju
hi(@)=x3,  fo(x) = 22(221 — x9).

Todél lygtis f(z) = 0 turi tik trivialy sprendinj z = (0, 0). Kartu galime tvirtinti,
kad vienintelis (5.11) sistemos pusiausvyros taskas yra koordinaciy pradzioje.
Be to, f(x) = f(—x). I8 &a i8plaukia, kad visos trjektorijos yra invariantinés
keitinio x — —x atzvilgiu. Atkreipsime démesj, kad izokliné £; = 0 sutampa su
T adimi. Jos tagkuose 2o = —x2. Todél egzistuoja trajektorija, einanti per $ia
a8j. Tiksliau ji jeina j koordinaciy pradzia, kai x2 > 0 ir iSeina i$ jos, kai x5 < 0.
Kai x7 # 0, izokliniy lygtj galima uzraSyti taip:
562(232%112) =k = 22— (r)—22)* = ka?
I8 jos randame
231 —k) = (z1 — 22)*.

Taigi k < 1, o izoklinés yra apibréziamos lygtimi
.’Egzl'l(l:t V].—k).

Kai k = 1, izokliné yra tiesé xo = x1. Per Sig tiese einandiy trajektorijy kryptis
nusako lygtys i1 = 2%, @ = x3. I§ &y lyggiy iSplaukia, kad funkcijos xp ir
o didéja, kai laikas t auga. Todél per Sia tiese einanti trajektorija jeina j
koordinaciy pradzia, kai 1, x9 < 0 ir iSeina i§ koordinac¢iy pradzios, kai x1, o >
0. Kitoms k reikSméms izokliné yra pora tiesiy. Pavyzdziui,

k=0, tiesese w9 = 0ir zo = 221,
k=1/2, tiesése xo=x1(1+/2/2),
k=3/4, tiesése wx2=uz1(1£1/2),
k=—1, tiesése x3=z1(1+£+/2),
k= -2, tiesése x9 =x1(1+3),
k= -3, tiesése o= 3xiirze = —11.

Trajektorijy iskilumo j apacia (iskilumo j vir§y) taskai randami i§ salygos

d2$2 d2$2
Prr g (P72 cg)
dxz? dxz?

Nagrinéjamu atveju iz = x2[(211 — 22)? + (21 — 22)% + 23], 1 = 223. Todél

2 . . .. . 2
d i) o o1 — X1T2 - 2.732(33‘1 —582) .

2 -3 - 4 ?
dxy 5 ]

Taigi pusplokstuméje x5 > 0 trajektorijos yra iskilos, o pusplokstuméje xo < 0
— jgaubtos. Fazinis (5.11) sistemos trajektorijy vaizdas pavaizduotas 5.16 pa-
veikslélyje.
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/

T I

-
/

S
N

5.16 pav. 5.17 pav.

Tarkime, funkcija f yra apibrézta ir tolydi srityje Q C R2. Jeigu Vzo C Q
ir Vo € R egzistuoja vienintelis 5.2! sistemos sprendinys © = ¢(¢) toks, kad
p(to) = xo, tai per kiekviena srities Q taska eina lygiai viena (5.2]) sistemos
trajektorija. Jeigu vienaties néra, tai dazniausiai jos néra kokios nors kreivés,
esandios srityje €2, taskuose. Sios kreivés tasky aplinkoje trajektorijy kokybinj
vaizda ne i§ karto galima nustatyti vien tik pagal sistemos deSine puse.

10 Pavyzdys. Sistema

i =322° dy=1 (5.12)

pusiausvyros tasky neturi. Jos sprendiniai randami i§ formuliy
1(t) = (t+ 1), xo(t) =t +co.
Be to, yra dar vienas sprendinys
z1(t) =0, x2(t) =t+ ca.
Imkime $iose formulése ¢o = 0, ¢; = —c. Abiem atvejais taskas

(z1(c),z2(c)) = (0,¢).

Vadinasi taskas (0,c¢) guli ne maZiau kaip dviejose skirtingose trajektorijose.
Eliminave i8 8iy formuliy kintamajj ¢, gausime, kad (5.12)) sistemos trajektorijos
yra apibréziamos lygtimis:

z1 = (22 +¢)®, 11 =0

¢la ¢ = ¢ — co. Taigi trajektorijos yra kubinés parabolés, lie¢iancios a§j xo. Ju
apéjimo kryptj lengvai galima nustatyti i3 (5.12)) sistemos deSinés pusés. Fazinis
sistemos portretas pavaizduotas [5.17 paveikslélyje.
Toliau nagrinésime tik tokias sistemas, kurios tenkina vienaties salyga. Pri-
minsime, kad $i salyga yra patenkinta, jeigu funkcija f yra diferencijuojama.
I8 pateikty pavyzdziy matome, kad is trajektorijy sudaryty skirtingy geomet-
riniy konfiguracijy gali buti be galo daug. Kartu galime tvirtinti, kad skirtingy
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pusiausvyros tasky tipy taip pat gali buti be galo daug. Tiesa, ¢ia, kaip ir 5.1
skyrelyje, reikia susitarti, ka reiSkia zodis "skirtingi". Priklausomai nuo na-
grinéjamy sistemy bei keliamy reikalavimy galima pasirinkti jvairius kriterijus.

Pavyzdziui, galime nekreipti démesio j trajektorijy, jeinanc¢iy j pusiausvyros
taska, forma. Tiksliau, tegu a yra sistemos & = f(x), o b sistemos & = g(x)
pusiausvyros taskai. Be to, tegu sistemos & = f(z) visos trajektorijos sueina
i taska a, o sistemos & = g(x) — | taska b. Tada naturalu tokius nagrinéjamy

sistemy taskus laikyti "vienodais". Pagal §] apibrézima sistemos © = —f(x)
pusiausvyros takas a ir sistemos & = g(x) pusiausvyros taskas b yra "skirtingi",
nes sistemos @ = — f(z) visos trajektorijos iSeina i3 tasko a. Be to, galime iSskirti

tiesines sistemas. Kiekviena tokia sistemag atitinka kvadratiné matrica. Sig
matrica galima suvesti j Zordaninj pavidala. Pagal tai, kokie yra Sios matricos
zordano langeliai, galima klasifikuoti tiesiniy sistemy pusiausvyros taskus.
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5.3 AUTONOMINIY SISTEMY TRAJEKTORIJOS

Tarkime, funkcija f : Q C R™ — R"™ yra tolydi srityje §2 ir Sioje srityje tenkina
LipSico salyga. Tada per kiekvieng taska xg € Q eina lygiai viena autonominés
sistemos

i= f(x) (5.13)

trajektorija. Kiekvieno jos tasko padét] fazinéje erdvéje nusako pradinis taskas
xo ir laiko atkarpa t — to (zr. 2.2] skyrelj), t.y. (5.13)) sistemos sprendinj z =
x(t,to, o) galima uzrasyti tokiu pavidalu

x=xz(t —tg,0,z0) := @(t — to, x0).
Tegu to = 0. Tagkas xg € Q yra (5.13) sistemos pusiausvyros taskas, jeigu
o(t,zg) = g, VteR.

Akivaizdu, kad taskas x¢ yra pusiausvyros taskas tada ir tik tada, kai f(zq) = 0.
Tasky xg € Q vadinsime (5.13) sistemos paprastuoju tasku, jeigu f(xq) # 0.
Jeigu taskas x( yra paprastasis (5.13)) sistemos taskas ir funkcija f yra tolydi, tai
kiekvienas taskas i§ pakankamai mazos tasko xg aplinkos taip pat bus paprastasis
taskas.

Tegu x = ¢(t) yra (5.13) sistemos sprendinys, apibréztas Vi € R. Jeigu §is
sprendinys yra periodiné, periodo T' > 0 funkcija, tai ji atitinkanti trajektorija
vadinama uZdara trajektorija arba ciklu.

Tarkime, taskas x¢ yra paprastasis (5.13)) sistemos taskas. Jeigu sprendinio
x = o(t,zo) trajektorija v saves nekerta, tai §is sprendinys yra neperiodinis.
Irodysime, kad trajektorija v kerta save tik tuo atveju, kai ji yra uzdara, o ja
apibréziantis sprendinys x = ¢(t, o) yra periodinis.

Tarkime, trajektorija v kerta save. Tada egzistuoja tokie t1,ts (t1 < t2), kad

@(t1,m0) = p(t2, 20).
Kadangi zy néra pusiausvyros taskas, tai galime tarti, kad
(p(t,l’o) 7é gp(tl,xo), kai t c (tl,tg).

Irodysime, kad sprendinys x = (¢, 2o) yra periodiné funkcija su periodu w =
to — t1. I8 tikryjy, funkcija ¢ apibrézta formule

V() =pt+w,xg), tE[L —w,ts—w|=[t1 —w,ti]
yra (5.13) sistemos sprendinys. Be to,
p(t1 + w, z0) = @(ta, z0) = @(t1, zo).
Remiantis vienaties teorema, sprendiniai = ¢(t + w,zg) ir = (¢, zg) su-

tampa, kai t € [t; — w,t1]. Analogiskai galima jrodyti, kad sprendiniai z =
p(t — w, ) it © = @(t, ) sutampa, kai t € [ta,ts + w|. Taip samprotaudami
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toliau gausime, kad sprendinj x = ¢(t,x¢) galima pratesti j visa realiy skaiciy
a8] R ir yra teisinga tapatybé

p(t+w,x0) = @(t, o), VteR.

Taigi funkcija ¢ yra w-periodiné, o jag atitinkanti trajektorija yra uzdara. Kartu
yra jrodyta tokia teorema.

5.1 teorema. Autonominés sistemos trajektorijos gali buti tik tokiy trijy
rusiy:

1. Pusiausvyros taskas.
2. Uzdara trajektorija. Ja atitinka w-periodinis sprendinys.
3. Nekertanti saves trajektorija. Ja atitinka neperiodinis sprendinys.

Nagrinéjant (5.13) autonomine sistema svarbu Zinoti ar ji turi uzdary tra-
jektorijy. Kai n = 2 nurodysime dvi pakankamas salygas garantuojancias, kad
(5.13)) sistema uzdary trajektorijy neturi.

5.2 teorema. Tarkime, srityje 0 C R? funkcija f tenkina kurig nors viena
is Siy salygu:

1. Vektorinis laukas f yra potencialus srityje €.

2. Vektorinio lauko divergencija div f turi pastovy Zenkla srityje ).

Tada (5.13) autonominé sistema srityje 2 neturi uzdary trajektorijy.

< Tarkime priegingai, (5.13) autonominé sistema srityje €2 turi uzdara trajek-
torija v C (). Sritj, apribota kreive v, pazymékime raide D. Jeigu yra patenkinta
pirmoji teoremos salyga, tai foz, = fiz, it

0= /(fgml((E) — fiz, (x)) dr = /div f(z)dz = /(f*(x), n(x)) dl;
D D ¥
¢ia n(x) yra vienetinis normalés vektorius trajektorijai v taske x, iSorinis srities
D atzvilgiu, o vektorius f* turi koordinates f; = fo ir f5 = —f1. Vektorius f*

yra statmenas vektoriui f. Tadiau vektorius f yra statmenas vektoriui n. Taigi
vektoriai f* ir n yra lygiagretus ir

/(f*(:c), n(z)) dl # 0.

Gauta priestara jrodo, kad (5.13)) sistema negali turéti uzdary trajektorijy srityje
), jeigu yra patenkinta pirmoji teoremos salyga.
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Tarkime, yra patenkinta antroji teoremos salyga. Tada

07$/divf(x)dx:/(f(x),n(x)) dl =0,
D

v

nes vektoriai f ir n yra statmeni. Gauta prieStara jrodo, kad (5.13)) sistema
negali turéti uzdary trajektorijy srityje €2, jeigu yra patenkinta antroji teoremos
salyga. >

Pavyzdys. Tegu f(x) = Az, A € R?2. Vektorinis laukas f(x) yra po-
tencialus, jeigu matrica A yra simetriné. Vektorinés funkcijos f divergencija yra
lygi matricos A pédsakui, t.y. div f(x) = Sp A. Todél tiesiné sistema

T = Az

plokdtumoje R? neturés uzdary trajektorijy, jeigu matrica A yra simetriné arba
jos pédsakas Sp A # 0.
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5.4 AUTONOMINIY SISTEMU PLOKSTUMOJE
PUSIAUSVYROS TASKAI

Tegu 2 yra sritis plokitumoje R?, f — diferencijuojama srityje €2 vektoriné funk-
cija su komponentémis f1, fo. Nagrinésime autonomine sistema

&= f(z), z=eq. (5.14)

I8 teoremos apie trajektorijy iStiesinimg iSplaukia, kad visos sistemos pakan-
kamai maZoje paprastojo tasko aplinkoje yra difeomorfiskai ekvivalenc¢ios. Tar-
kime, zo € 2 yra (5.14) sistemos pusiausvyros taskas, t.y. f(zo) = 0. Be to, tegu
xo = 0. PrieSingu atveju koordinaciy pradzig perkeliame j taska xg. ISskleide
funkcija f Teiloro formule tasko x = 0 aplinkoje, (5.14]) sistema perraSysime
taip:

i =Az+q(x), x€Q; (5.15)
¢ia A = f,(0) € R*»? - pastovioji matrica su koeficientais a;; = 9fi(0)/9z;, q -
vektoriné, tolydi tasko x = 0 aplinkoje funkcija, tenkinanti salyga

lg(x)] — 0, kai|z|— 0. (5.16)
Atmete (5.15) sistemoje narj g(x), gausime (5.15)) sistemos pirmajj artinj
T = Az. (5.17)

Jeigu matricos A determinantas det A # 0 ir funkcija f tenkina auks¢iau su-
formuluotas salygas, tai koordinadiy pradZios taskas x = 0 yra izuoliotas (5.15))
sistemos pusiausvyros taskas.

Tiesiné sistema & = Az su det A # 0 yra tiesiSkai ekvivalenti vienai i8
deSimties kanoniniy sistemy (Zr. 4.5 skyrelj). Juy faziniai portretai pavaizduoti
4.14 paveikslélyje. Tiesines sistemas galima suskirstyti j keturias klases. [
pirmaja klase patenka tokios sistemos, kuriy pusiausvyros tasSkas yra zidinys
arba mazgas! ir kiekvienas trajektorijos taskas artéja j pusiausvyros tagka, kai
t — 400. | antraja — visos sistemos, kuriy pusiausvyros taskas yra balno taskas.
I treciaja — visos sistemos, kuriy pusiausvyros taskas yra zidinys, arba mazgas
ir kiekvienas trajektorijos taskas tolsta nuo pusiausvyros tasko, kai t — +oo.
Ir j ketvirtaja — visos sistemos, kuriy pusiausvyros taskas yra centro taskas.
Netiesiniy sistemy pusiausvyros taskus taip pat patogu suskirstyti j klases pa-
gal tai, kaip elgiasi sistemos trajektorijos 8io tagko aplinkoje.

Apibrézimas. Sakysime, pusiausvyros taskas x = 0 yra (5.10) siste-
mos traukos taskas, jeigu egzistuoja toks skaic¢ius § > 0, kad visi (5.15) sistemos
sprendiniai z = ¢(t) yra apibrézti V¢ > 0 arba Vt < 0 ir ¢(t) — 0, kai t — oo
arba t — —oo, jeigu tik |¢(0)] < d. Traukos taska vadinsime Zidinio tasku, jeigu
visos trajektorijos 2 = o(t) # 0 yra spiralés. Zidinio taska vadinsime taisyk-
lingu Zidinio tasku?, jeigu kiekvienai trajektorijai, artéjanciai prie koordinaciy

ISakydami mazgo taskas ¢ia turime omenyje arba taisyklinga mazga, arba paprasta mazga,
arba iSsigimusj mazga.
2Tiesine sistema,

&1 = axy + Bre, @2 =—PBx1+axs, a#0, F#0
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pradzios, kai t — +oo (arba t — —o0), reigkinys ¢t~1|z(t)| artéja prie tam tikros
konstantos c ir atvirks¢iai, bet kuriai konstantai ¢ egzistuoja toks netiesinés sis-
temos sprendinys z = z(t), kad t~!z(t)] — ¢, kai t — 400 (arba t — —o0).
Traukos taska vadinsime mazgo tasku, jeigu visos trajektorijos = @(t) # 0
turi liestine taske x = 0, t.y. egzistuoja riba

: P2(t)
lim arct = 0Oo;
O

(arba t — —o0)

¢ia Oy € (—o0,00). Mazgo taska vadinsime taisyklingu mazgu, jeigu kiekvienam
0o( mod 27) egzistuoja toks vienintelis sprendinys x = ¢(t), kad

4
lim arctg #a(t) =bp.
t—o0 gpl(t>

(arba t — —00)

Priesingu atveju mazgo taska vadinsime netaisyklingu mazgu.

Apibrézimas. Pusiausvyros taska z = 0 vadinsime (5.15]) sistemos
sukimosi tasku, jeigu kiekvienoje jo aplinkoje yra uzdara trajektorija, supanti §j
taska. Sukimosi taska vadinsime centro tasku, jeigu kiekviena tokia trajektorija,
isskyrus x = 0, yra uzdara.

Egzistuoja pusiausvyros taskai, kurie néra nei traukos taskai, nei sukimosi
taskai ir traukos taskai, kurie néra nei zidiniai, nei mazgai. PavyzdZziui, balno
taskas néra nei traukos taskas, nei sukimosi taskas. Ji galima apibreézti kaip
pusiausvyros taska j kurj artéja tik baigtinis skaicius trajektorijy, kai ¢ — oo
arba t — —o0.

Tiesinei sistemai © = Az, det A # 0, pusiausvyros taskas x = 0 yra traukos
taskas tada ir tik tada, kai matricos A tikriniy reik8miy realiosios dalys yra abi
teigiamos arba abi neigiamos. Pusiausvyros taskas x = 0 yra sukimosi taskas
(centras) tada ir tik tada, kai matricos A tikriniy reik8miy realiosios dalys lygios
nuliui. Netiesinei sistemai yra teisingas toks teiginys.

5.3 teorema. Jeigu koordinaciy pradzios taskas x = 0 yra (5.17)) tiesinés
sistemos traukos taskas, tai jis yra (5.15) netiesinés sistemos traukos taskas.

Pasirodo, kad analogiskas teiginys yra teisingas ir tuo atveju, kai traukos
taskas yra zidinys. Tiksliau yra teisinga tokia teorema.

5.4 teorema. Jeigu koordinaciy pradZios taskas x = 0 yra (5.17)) tiesinés
sistemos Zidinio taskas, tai jis yra (5.15) netiesinés sistemos Zidinio taskas.

< Taskas x = 0 yra (5.17) tiesinés sistemos Zidinio taskas, kai matricos A
tikrinés reik8meés A\j o = a £ ¢ yra kompleksinés ir a # 0. Tarkime, matrica A
turi kanoninj pavidala, t.y.

_( a B
= (5 0)

polinése koordinatése 1 = rcosp, x2 = rsing galima perrasyti taip: 7 = ar, ¢ = —f.
Issprende ja gausime, r(t) = c1e®t, o(t) = —Bt + co. Jeigu a < 0 ir B < 0, tai r(t) —
0, p(t) — +oo, kai t — +oo. Be to, glnr(t) + ¢(t) = ¢, su tam tikra konstanta c. Ir
atvirksciai, bet kokiai konstantai ¢ egzistuoja toks nagrinéjamos tiesinés sistemos sprendinys,
kad gln r(t) + o(t) = c.




5.4. AUTONOMINES SISTEMOS PLOKSTUMOJE PUSIAUSVYROS TASKAI 147

(priesingu atveju, neigsigimusios tiesinés transformacijos pagalba, suvedame ja
i kanoninj pavidala). Tada (5.15)) sistema galima uZraSyti taip:

{3'31 = amy+ B+ fi(z), (5.18)

Ty = —fBr1+ ary+ fa(7)
arba polinése koordinatése x1 = r cos ¢, x9 = rsiny,
= ar+o(r),
{7“(,'0 = —0r+o(r).
Jeigu o < 0, tai i8 pirmosios lygties gauname, kad r» — 0, t — 4-o00. Todél
¢ = —Pt+o(1),

kai t — +oo. Kartu galime tvirtinti, kad kiekviena (5.18) netiesinés sistemos
trajektorijai, prasidedanciai pakankamai arti koordinaciy pradzios,

p(t) = =Pt +o(t),

kai t — 4-o00. I§ ¢ia idplaukia, kad ¢(t) — Fo0, kai t — 4o00. Cia imame viena
i§ Zenklu +, priklausomai nuo to, koks yra 3 Zenklas. Taciau tai reiskia, kad
bet kuri trajektorija, esanti pakankamai arti koordinaciy pradzios ir nesanti
pusiausvyros tasku r = 0, yra spiralé. >

Sioje teoremoje zidinio tasSka pakeisti ] mazgo taska negalima. Pavyzdziui,
netiesiné sistema

) . T1

x'lz—xl To = —To + ——
In |z|

CInla|’

tenkina visas skyrelio pradZioje suformuluotas salygas. Polinése koordinatése
T1 =T COs @, To = rsinp jg galima uzrasyti taip:

r=-r, ¢=1/lnr, r#0.
Issprende pirmaja lygti, gausime
r(t) =cie”", ¢ >0.
Taigi, kai t — 400, r — 0 ir
¢ =1/(Inc; —t).
Sios lygties sprendinys
o) =—In(t —lney) + o — —o0,

kai t — 4o00. Todél koordinaciy pradzios taskas r» = 0 yra netiesinés sistemos
zidinio taskas. Tadiau jg atitinkanciai tiesinei sistemai

Tl = —T1, T2 = —T2,
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koordinaciy pradzios taskas yra taisyklingas mazgo taskas.

Tiesinés sistemos Zzidinio taskas (kartu jis yra ir taisyklingas zidinio taskas)
nebutinai yra netiesinés sistemos taisyklingas zidinio taskas. PavyzdZziui, netie-
siné sistema

Z1 . T2
T L2 = T b
In |z| In |x|
tenkina skyrelio pradzioje suformuluotas salygas. Polinése koordinatése x; =
rCcos @, o = rsiny ja galima uzrasyti taip:

.’bl :—.’El-l-

. T .
F=-r+-—, ¢=-—1
Inr

Issprende pirmaja lygti, gausime
r(t)(1 —Inr(t)) = ce™ .

Kadangi r(t) — 0, kai t — +oo, tai r(t)e! — 0, kai t — +oo ir nagrinéjamos
netiesinés sistemos pusiausvyros taskas yra netaisyklingas zidinio taskas.

I8 pateikty pavyzdziy matome, kad nurodyty skyrelio pradzioje glodumo
salygy funkcijai ¢ nepakanka, kad tiesinés sistemos taisyklingas Zidinio (maz-
go) taskas buty ja atitinkancios netiesinés sistemos taisyklingu Zidinio (mazgo)
tasku. Tarkime, v yra tolydi funkcija intervale [0, a], tenkinanti salygas:

wr(;d) dr < oo. (5.19)

la(@)] < w(j2l); () = or), kair — 0; /
0

Tada yra teisinga tokia teorema.

5.5 teorema. Jeigu funkcija q tenkina (5.19) salygas ir koordinaciy pradZios
taskas yra (5.17) tiesinés sistemos Zidinio taskas (taisyklingas mazgo taskas),
tal jis yra Iir netiesinés sistemos taisyklingas Zidinio taskas (taisyklingas mazgo
taskas).

P astaba. Jeigu funkcija ¢q tenkina salyga
g(z) = O(|z|"**),

kai |x| — 0, tai ji tenkina ir (5.19) salygas. Kartu tokiai funkcijai yra teisinga
pastaroji teorema.

Tarkime toliau, kad koordinaciy pradzios taskas yra (5.15) tiesinés sistemos
centro taskas. I8 pradziy iSnagrinésime kelis pavyzdzius.

1. Netiesiné sistema

i1:—$2—1‘1|$|, .1"2:31‘1—1‘2‘31‘|

tenkina skyrelio pradzioje suformuluotas salygas. Polinése koordinatése x; =
rCcos @, o = rsiny ja galima uzrasyti taip:

P=—r? ¢=1
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I8sprende Sia sistema, gausime, kad trajektorija, laiko momentu ¢ = 0 einanti
per taska (rg, o), 7o # 0, apibréZiama formule

r(t)=(t+r5)7" @) =t+ o

Todél r(t) — 0, kai t — +o0. Taigi koordinac¢iy pradzios taskas yra netiesinés
sistemos zidinio tagkas. Taciau ja atitinkanciai tiesinei sistemai

Iy = —x3, T2 =121

koordinaciy pradzios taskas yra centro taskas.
2. Netiesiné sistema

T = —Tg + x1|$|25in(7r/|$|)7 Ty = 1 —|—J;2|x|2 sin(m/|x|)

tenkina skyrelio pradzioje suformuluotas salygas. Be to, Sios sistemos deSinés
pusés turi tolydzias dalines iSvestines. Todél tokia sistema tenkina vienaties
teoremos salygas, t.y. Vzg € R2, 29 # 0, egzistuoja vienintelis sprendinys,
tenkinantis salyga z(0) = xo.

Polinése koordinatése x1 = rcos ¢, ro = rsin @ ja galima uzrasyti taip:

3

F=r’sin(r/r), ¢=1

I8 pirmos lygties gauname, kad apskritimai r(¢t) = 1/k, k = 1,2, ... yra uzdaros
Sios sistemos trajektorijos. Be to,

1 1
» >0, kai 1,arba ———— —
r >0, 17 > ,ara2k+1<r<2k,

. o1

7 <0, kalﬁ<r<72k—1’
Vk = 1,2,... Taigi visos trajektorijos, iSskyrus apskritimus r(t) = 1/k, néra
uzdaros ir nekerta Siy apskritimy. Funkcijos r ir ¢, apibréziancios neuzdaras
trajektorijas, yra monotoninés. Todél jos vyniojasi apie apskritimus r(t) = 1/k,
kai t — 400 (arba t — —o0) ir r(t) — +o00, kai t — +oo, jeigu r > 1. Todél
koordinaciy pradzios taskas yra sukimosi taskas.

Taigi, jeigu koordinadiy pradZios taskas tiesinei sistemai yra sukimosi (cen-

tro) taskas, tai netiesinei sistemai jis yra zidinys arba sukimosi taskas. Pasirodo,
kad kitokiy atvejy buti negali. Tiksliau yra teisinga tokia teorema.

5.6 teorema. Tarkime, koordinaciy pradZios taskas yra (5.17) tiesinés siste-
mos sukimosi (centro) taskas. Tada jis yra netiesinés sistemos sukimosi taskas
arba zidinys.

Tarkime, koordinadiy pradzios taskas yra (5.17) tiesinés sistemos netaisyk-
lingas mazgo taskas. Be to, tegu i sistema turi kanoninj pavidala, t.y.

(M0
=% %)

ir Ao < A1 < 0. Tada yra teisinga tokia teorema.
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5.7 teorema. 1. Kiekviena (5.15) netiesinés sistemos trajektorija, einan-
ti pakankamai arti koordinaciy pradzios, artéja prie koordinaciy pradZios
kampu p =0, /2, 7, arba 3w /2. Be to, egzistuoja be galo daug trajekto-
rijy, artéjanciy j koordinac¢iy pradzia kampu ¢ = 0 ir 7.

2. Egzistuoja bent viena trajektorija, artéjanti j koordinaciy pradZia kampu
» =7/2 ir kampu ¢ = 37/2.

3. Jeigu dalinés isvestinés qi, ir gen, €gzistuoja ir yra tolydZios kokioje nors
koordinaciy pradzios tasko aplinkoje, tai egzistuoja lygiai po viena trajek-
torija, artéjancia j koordinaciy pradzZig kampu ¢ = /2 ir ¢ = 37/2.

Tarkime, koordinac¢iy pradzios taskas yra (5.17) tiesinés sistemos balno tas-
kas. Be to, tegu §i sistema turi kanoninj pavidala, t.y. matrica

(A0
A= ( 0 Ao )
ir \; < Ag. Tada yra teisinga tokia teorema.

5.8 teorema. Egzistuoja bent po viena (5.10) netiesinés sistemos trajekto-
rija, artéjancia j koordinaciy pradzig kampu ¢ = 0 ir kampu ¢ = 7. Be to, jeigu
dalinés iSvestineés qi, ir o4, e€gzistuoja ir yra tolydZios kokioje nors koordinaciy
pradzios tasko aplinkoje, tai egzistuoja lygiai po viena trajektorija, artéjancia
i koordinaciy pradzia kampu ¢ = 0 ir ¢ = m. Visos kitos pakankamai artimos
joms trajektorijos tolsta nuo jy, kai t — +o0.

Siy teoremy jrodyma galima rasti [5] knygoje.
Pastaba. Jeigu (5.15) sistemoje matricos A determinantas lygus nuliui,
tai jrodytais teiginiais pasinaudoti negalima. PavyzdZiui, netiesiné sistema

. .2
1 = I, To = I

turi vienintelj pusiausvyros taska z; = 0, 2 = 0, 0 jos pirmasis artinys

j?l = T, .i‘2 =0
turi visa tiese pusiausvyros tasky xo = 0.

Apibrézimas. Uzdarg trajektorija v vadinsime ribiniu ciklu, jeigu
kiek norima mazoje jos aplinkoje néra kity uzdary trajektorijy.

Atkreipsime démesj j tai, kad ne bet kokia uZdara trajektorija yra ribinis
ciklas ir ne visi ribiniai ciklai elgiasi vienodai. I8skirsime tris skirtingas ribiniy
cikly klases:

1. Ribinj cikla v vadinsime stabiliu, jeigu visos pakankamai artimos jam tra-
jektorijos viniojasi apie « i§ abiejy pusiy.

2. Ribinj cikla v vadinsime nestabiliu, jeigu visos pakankamai artimos jam
trajektorijos nusivynioja nuo -y i§ abiejy pusiy.
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3. Ribinj cikla v vadinsime pusiaustabiliu, jeigu visos pakankamai artimos
jam trajektorijos iS vienos pusés -y nusivynioja nuo jo, o i§ kitos pusés ja
apsivynioja.

Pavyzdys. Nagrinésime netiesing autonomine sistema

= pry— 39 — 21 - ||
{1 KTy 2 1|2, 11 € (—o00,00).

Bo = @14 pxy — x2 - |2]?,

Polinése koordinatése
T1 =T7Cosp, To=rsine

Sia sistemag galima perrasyti taip:
P= r(p-r?),
{gb = 1.
Kiekvienai parametro p € (—o0, 00) reikSmei pastaroji sistema turi sprendinj
r=0, p=t+ec

Kai p = 0, turime sprendinj

I
—r “=t+c
3 +
Kai p # 0, Sios sistemos sprendinys apibréziamas formule
1 T
—In—==t+ec
B2 =l

Be to, kai p > 0, sistema turi dar viena sprendinj

T =/t

Bet kuriai parametro u reikSmei koordinaciy pradzios taskas yra nagrinéja-
mos sistemos pusiausvyros taskas.

Tegu p < 0. Tada 7 < 0, kai r # 0 ir 7 = 0, kai r = 0. Siuo atveju visos
trajektorijos, i8skyrus koordinaciy pradzios taska, yra spiralés ir kiekviena i$ jy
vyniojasi apie koordinaciy pradzia, kai ¢ — +o0.

Tegu p > 0. Tada 7 > 0, kai r € (0,\/p) ir 7 < 0, kai » > p. Todél
koordinaciy pradzios taskas yra nestabilus zZidinys bet kuriai kitai trajektorijai,
esanciai skritulyje r < /u. Be to, visos Sios trajektorijos vyniojasi apie ap-
skritimg r = /p, kai t — +o00. Todél §is apskritimas yra stabilus ribinis ciklas
bet kuriai trajektorijai iSskyrus pusiausvyros taska r = 0.

Nagrinéjant realius uzdavinius svarbiausios yra tos ribinés aibés tasky, ku-
rios pritraukia trajektorijas, t.y. tokios aibés, kai bet kuri trajektorija, esanti
tam tikroje traukos srityje, didéjant ¢ artéja prie ribinés aibés. Tokios aibés
vadinamos atraktoriais. Atraktoriais gali buti pusiausvyros taskai arba ribiniai
ciklai.
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Pastaba. Kain > 3 autonominiy sistemy ribiniy aibiy struktura iki galo
dar néra istirta. Netgi néra istirti visi galimi atraktoriai. Yra Zinoma, kad be
iprasty atraktoriy, tokiy kaip pusiausvyros taskai, ribiniai ciklai arba k-maciai
torai, egzistuoja dar taip vadinami keisti atraktoriai. Tai yra apréztos, pri-
traukiancios ribinés aibés, sudétingos strukturos. Fazinés trajektorijos ¢ia yra
begalinés, niekur nesikertancios, trajektorijos. Be to, kai ¢ — 400 Sios trajek-
torijos nepalieka tam tikros uzdaros srities ir neartéja prie jprasty atraktoriy.
Keisti atraktoriai i§ esmés skiriasi nuo jprasty. Kai n < 2, keisti atraktoriai
neegzistuoja. Netiesiniy svyravimy teorijoje tokj jprasta atraktoriy kaip ribinj
cikla atitinka periodinis svyravimas, o keista atraktoriy atitinka chaotiniai auto
svyravimai. Jy apraSymui naudojami terminai "determinuotas chaosas," "sto-
chastiné dinamika" ir t.t.



6 SKYRIUS

Daliniy isvestiniy lygtys

6.1 TIESINIY ANTROS EILES LYGCIY SU DVIEM
NEPRIKLAUSOMAIS KINTAMAISIAIS
SUVEDIMAS | KANONINJ PAVIDALA

Tiesine antros eilés lygti
a(z, y)uzy + 2b(z, y)uzy + (T, Y)Uyy + ... =0 (6.1)

su dviem nepriklausomais kintamaisiais tasko (zg, %) aplinkoje galima suvesti
i kanoninj pavidala. Tarkime, funkcijos a,b ir ¢ ir jy pirmosios eilés dalinés
iSvestinés yra tolydzios kurioje nors tasko (g, yo) aplinkoje U.

I5 koeficienty prie antros eilés iSvestiniy sudarykime kvadratine forma

Az, y,&,n) = a(z,y)& + 2b(x, y)én + c(z, y)n*. (6.2)

Kiekviename fiksuotame aplinkos U taske (z,y) 8ia forma galima suvesti j ka-
noninj pavidala. I8 tiesinés algebros kurso yra Zinoma, kad (6.2) kvadratinés
formos, suvestos j kvadraty suma, teigiamy, neigiamy ir lygiy nuliui koeficienty
skaic¢ius lygus atitinkamai teigiamy, neigiamy ir lygiy nuliui charakteristinio
polinomo
a(a:,y)—)\ b(l‘vy) =0
b(xvy) C(xvy) Al

Sakny skai¢iui. Jeigu charakteristinio polinomo Saknis pazymésime A\ (z,y) ir
A2(z,y), tai ju sandauga

M(z,y)Ae(z,y) = alz,y)e(z,y) — b*(z,y). (6.3)
Galimi tokie atvejai:

1. gaknys A1, A2 yra vienody zenkly ir nelygios nuliui. Taip bus tada ir tik
tada, kai
b —ac < 0. (6.4)

Siuo atveju (6.1) lygtis yra vadinama elipsine lygtimi

2. gaknys A1, Ao turi skirtingus zenklus ir nelygios nuliui. Taip bus tada ir
tik tada, kai

b —ac > 0. (6.5)

Siuo atveju (6.1)) lygtis yra vadinama hiperboline lygtimi.
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3. Kuri nors i§ 8akny A1, Ao lygi nuliui. Taip bus tada ir tik tada, kai
b? —ac = 0. (6.6)
Siuo atveju (6.1) lygtis yra vadinama paraboline lygtimi.

Pastaba. Saknys A1, Az vienu metu negali buti lygios nuliui. Jeigu abi
Saknys yra lygios nuliui, tai lengvai galima jsitikinti, kad koeficientai a, b ir ¢
taip pat yra lygus nuliui. O tai priestarauja tam, kad (6.1) lygtis yra antros
eilés lygtis.

Vietoje kintamyjy z, y apibrésime naujus nepriklausomus kintamuosius

§:€(l',y), 77277(%3/)-

Tarkime, funkcijos £ ir i aplinkoje U yra dukart diferencijuojamos, o jakobianas

§o &y

0.
Nz Ny 7

Tada funkcijos u i8vestinés
Uy = Uy + UnNe, Uy = Uely + Uyny,

Ugy = U&&E?g + 2ugn&ane + umﬂﬁ + uglpx + UpNaa,
2 2
Uyy = Uge&y + 2uenSyTy + Unnly, + ueyy + Unyy,
Upy = Uge&aby + Ugy(Eany + EyNa) T UgyNay + Ueloy + UnNay.

Pasinaudoje Siomis formulémis, (6.1)) lygti perraSysime taip:

A& muge + 2B(&; n)uey + C(&n)uny + ... = 0; (6.7)
¢ia koeficientai
A(E, ) = a&Z + 2666, + <&,
C(&n) = ani + 2bn,ny + e,
B(&§,n) = a&ama + b(Eatty + EyTa) + cEyry-
Tiesiogiai galima jrodyti, kad

2

§o &y

B? — AC = (b* — ac)
Ne Ty

(6.8)

Si lygybé (dvimaéiu atveju) parodo, kad neiSsigimusi transformacija lygties tipo
nekeicia.

Funkcijas & ir i parinksime taip, kad (6.7) lygtis jgyty papras¢iausia pavidala.
Taip bus tada ir tik tada, kai dalis (6.7)) lygties koeficienty prie antros eilés
iSvestiniy bus lygi nuliui. Prilygine nuliui koeficienta A, gausime lygtj

a€l 4 2b¢,&, + c€) = 0. (6.9)
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Sig lygti atitinka charakteristiky lygtis
ay’® — 2by’ +c=0. (6.10)

I8nagrinésime tris galimus atvejus:
1. Tegu (6.1) lygtis yra hiperboliné. Tada charakteristiné lygtis turi du
skirtingus integralus

p(z,y) = const, Y(x,y) = const.
Pagal prielaida funkcijos a, b ir ¢ yra tolydziai diferencijuojamos tasko (zo,yo)
aplinkoje U. IS bendrosios paprasty diferencialiniy lygéiy teorijos yra zinoma,
kad funkcijos ¢ ir ¢ yra dukart diferencijuojamos aplinkoje U (aplinka U i§

anksto paimta pakankamai maza). Todél naujus nepriklausomus kintamuosius
& ir n galima apibrézti taip:

E=¢&(x,y) = e(x,y), n=n(r,y) =Y y).

Atlikus tokia transformacija (6.7) lygtyje, koeficientai A ir C bus lygus nuliui.
Be to, lengvai galima jsitikinti, kad tokios transformacijos jakobianas yra nelygus
nuliui. Remiantis (6.8) formule galima tvirtinti, kad koeficientas B # 0. Padalije
(6.7) lygtj is 2B, suvesime ja j antrajj kanoninj pavidala

Ugy + ... =0. (6.11)
Keitiniu B ~
§=8+n, n=E§—-1
(6.11)) lygtis susiveda } pirmaji kanoninj pavidala
uéé_uﬁﬁ+"':0‘ (6.12)
Pastaba. Lygti, kuria galima suvesti j (6.11) pavidala, kartais pasiseka
suintegruoti, t.y. rasti formule, apibréziancia visus lygties sprendinius.
Pavyzdys. Rasti lygties
Ugg — Uyy = 0

bendrajj sprendinj. Tai yra hiperboliné lygtis. Ji yra pirmojo kanoninio pavi-
dalo. Keitiniu
E=z+y, n=z-y
§i lygtis susiveda j lygtj
Ugn = 0,

kuri yra antrojo kanoninio pavidalo. Tegu u¢ = v. Tada
vy = 0.

Sios lygties bendrasis integralas yra v = f (&), f — bet kokia diferencijuojama
funkcija. Integruodami lygtj

ug = f(§),
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gausime

w— / F(€) de + () = 9(€) +¥(n);

Gla @ ir ¢ — bet kokios dukart diferencijuojamos funkcijos. Grize prie seny
kintamyjy x ir y, gausime nagrinéjamosios lygties bendra sprendinj:
u(@,y) = oz +y) + P —y).
2. Tarkime, aplinkoje U reiskinys
b —ac=0. (6.13)

Siuo atveju (6.1)) lygtis yra paraboliné, o charakteristiné lygtis turi vieng bendra
integrala

o(z,y) = const.
Is bendrosios diferencialiniy lygé¢iy teorijos yra Zinoma, kad funkcija ¢ aplin-
koje U yra dukart tolydziai diferencijuojama. Laisvai parinkime kokig nors
diferencijuojama aplinkoje U funkcija 1 tokia, kad jakobianas

Pz Py
Yu Py

(jeigu ¢, # 0, tai galima imti ¢ (z,y) = x).
Vietoje kintamyjy z ir y apibrézkime naujus nepriklausomus kintamuosius

£0 (6.14)

§=E&(x,y) =v(x,y), n=nry) =Y(,y).

Kadangi funkcija ¢ tenkina (6.9) lygti, tai (6.7) lygtyje koeficientas A = 0. I§
(6.8) formules, (6.13) salygos isplaukia, kad koeficientas B = 0. Irodysime, kad
koeficientas C' # 0. Jeigu koeficientas C buty lygus nuliui, tai (6.7) lygtis buty
pirmosios eilés lygtis. Peréje joje nuo kintamuyjy £ ir n prie seny kintamyjy x ir y,
gausime (6.1) lygti, kuri yra antros eilés lygtis. Ta¢iau padarius nepriklausomy
kintamyjy transformacija, lygties eilé nepadidéja. Gauta priestara rodo, kad
C # 0. Todél, padalije (6.7) lygtj is C, suvesime ja i kanoninj pavidala

Uy + - =0, (6.15)

Pastaba. Atkreipsime démesj j tai, kad pastarosios lygties nariai, pa-
zymeti daugtaskiu, turi priklausyti nuo ue. PrieSingu atveju j 8ig lygtj galima
ziuréti kaip j paprasta diferencialine lygtj, kurios kintamasis £ yra laisvasis para-
metras.

3. Tarkime, aplinkoje U reiskinys

b —ac < 0. (6.16)

Siuo atveju (0.1) lygtis yra elipsiné, o charakteristiné lygtis turi du kompleksiskai
jungtinius bendrus integralus. Tegu

p(z,y) = p(z,y) + i(x, y);
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¢la: ¢ — realioji, o 1 — menamoji funkcijos p dalys. Vietoje kintamyjy z ir y
galima jvesti naujus nepriklausomus kintamuosius

§=E8(x,y) = p(z,y), n=n(z,y)=1(,y).

Atlikus tokia transformacija, (6.7) lygties koeficientas B bus lygus nuliui, o koe-
ficientai A ir C' sutaps. Norint tuo jsitikinti, reikia atskirti realiaja ir menamaja
lygties
2 2 _
apy + 2bpapy + cp, =0

dalis ir pastebéti, kad
1
A=C= E(ac —0?) (92 +7) #0.
Taigi padalije (6.7) lygti i bendros koeficienty A ir C reikSmeés, suvesime ja i

kanoninj pavidala
Ugg + Upy + ... =0. (617)
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6.2 PAGRINDINIAI UZDAVINIAI

Daugelis fizikos ir mechanikos uzdaviniy apraSomi antros eilés lygtimis. Pa-
prasciausios iS jy yra:

1. Puasono (elipsiné) lygtis
Au=—f(z)

arba, kai f =0, Laplaso lygtis

Au = 0;

n ~

gia: x = (x1,...,%,) € R", Au = Y uy,,,. Sios lygtys aprago jvairius
i=1

stacionariuosius procesus ir pusiausvyros uzdavinius.

2. Silumos laidumo (paraboliné) lygtis
ug — a’Au = f(x,t),
aprasanti jvairius Siluminius procesus izotropiniame vienaly¢iame kune.
3. Bangavimo (hiperboliné) lygtis
up — a*Au = f(z,1),

aprasanti garso, elektromagnetiniy bangy, hidrodinamikos, stygos ir mem-
branos svyravimy procesus.

Sios lygtys yra geriausiai iSnagrinétos, ir su jomis daZzniausiai tenka susidurti
spendziant praktinius uZdavinius. Suformuluosime Sioms lygtims tris pagrin-
dinius uZzdaviniy tipus.

1. Kosi uzdavinys formuluojamas Silumos laidumo arba bangavimo
lygtims. Silumos laidumo lygties atveju reikia rasti funkeija u, kuri Vo € R", t >
0 tenkinty lygtj

ug — a*Au = f(x,t)

ir Vo € R™ pradine salyga
u|t=0 = ¢(@).

Bangavimo lygties atveju Kosi uzdavinys formuluojamas taip: rasti funkcija u,
kuri Vo € R™, t > 0 tenkinty lygti

uy — a’Au = f(x,1)
ir Vo € R™ pradines salygas
“’t:o = (), ut|t:0 = ().

Krastiniy salygy Siuose uzdaviniuose néra.
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2. Krastinis uzdavinys formuluojamas Puasono arba Laplaso
lygtims. Abiem atvejais reikia rasti funkcija u, kuri srityje Q@ C R™ tenkinty
Puasono (Laplaso) lygtj

Au=—f) (Au=0),

ir pavirsiaus S = 02 taskuose vieng i$ krastiniy salygu:

u’ = @(x) — pirmoji krastiné salyga,

s
Ou P(x) troji krastiné salyga
— | =(x) — antroji ,
onls ) ALy g
ou o o
—| + au’ = p(x) — treciofi krastiné salyga;
Onls s

¢ia Ou/On — funkcijos u iSvestiné iSorinés normalés kryptimi. Pradiniy salygy
nera.

Jeigu Laplaso lygtis nagrinéjama kartu su pirmaja kraStine salyga, tai toks
uzdavinys vadinamas pirmuoju, arba Dirichlé, uzdaviniu, jeigu su antraja —
antruoju, arba Noimano, uzdaviniu, o jeigu su treciaja — treciuoju krastiniu
uzdavinu.

3. Misrusis uzdavinis formuluojamas silumos laidumo arba ban-
gavimo lygtims. Reikia rasti funkeija u, kuri cilindre Qr = Q x (0,7),  C R®
tenkinty Silumos laidumo

uy — a*Au = f(x,t)
arba bangavimo
g — a*Au = f(x,t)
lygti, atitinkamas pradines salygas (Zr. Kosi uzdavinj) ir viena i§ kraStiniy
salygu:
u’s = @(x,t) — pirmoji krastiné salyga,

ou

Fnls = P(x,t) — antroji krastiné salyga,

ou

— +0u’ = u(x,t) — treciofi krastiné salyga.
7n s < w(z,t) ] alyg
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6.3 CHARAKTERISTIKY METODAS
Ieskosime vienmatés bangavimo lygties
Uy — @2 Ugy = f(z,t), T ER, t >0, (6.18)
sprendinio, tenkinanc¢io pradines salygas:
uli=0 = p(z), utli=o = P(x), z € R; (6.19)
Ga f, ¢, ¥ — zinomos funkcijos.
Bangavimo lygtj atitinka charakteristiky lygtis 2’ — a? = 0. Integruodami
ja, randame dvi charakteristiky klases:

x — at = const, x + at = const. (6.20)

Kadangi (6.18), (6.19) Kosi uzdavinys yra tiesinis, tai jj patogu iSskaidyti i du
paprastesnius Kogi uzdavinius:

Ut — a%Ugy = 0, uli—o = (), utli—o = ¥(x) (6.21)

ir
Upt — @ Uy = f(2,1), ult=o = 0, ut|s=o = 0. (6.22)

Is pradziy rasime (6.21)) Kosi uzdavinio sprendinj. Tuo tikslu vietoje kinta-
muyjy « ir ¢ apibrésime naujus nepriklausomus kintamuosius

& =2 —at, n =x + at.
Tada homogeniné bangavimo lygtis virs lygtimi
Ugn = 0.

Jos bendrasis sprendinys
u=c1(§) + c2(n);

¢a ¢ ir co — bet kokios dukart diferencijuojamos funkcijos. Istate j Sita, formule
vietoje kintamyjy £ ir n juy iSraiSkas kintamaisiais = ir ¢, gausime homogeninés
bangavimo lygties bendrajj sprendinj

u=c1(z — at) + ca(x + at). (6.23)

Funkeijas ¢; ir ¢o parinksime taip, kad funkcija u tenkinty (6.19) pradines saly-
gas, t.y. pareikalausime, kad funkcijos ¢; ir ¢ tenkinty lygéiy sistema

c1(w) + ca(x) = p(2),

—ac) (x) + ach(x) = v(x).
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Suintegrave antraja lygti, gausime dviejy lyg¢iy su dviem nezinomomis funkci-
jomis sistema. Sios sistemos sprendiniai

1 1/ c
ci(z) = zp(x) — — [ P(r)dr — —,
2 QaO/ 2a

x
1 1 ¢
== = dr 4+ —-
cale) = 3ola) + 5o [ vrydr + o
0

¢ia ¢ — laisvoji konstanta. Pirmoje formuléje argumenta x pakeiskime x — at, o
antroje formuléje x + at. Istate gautas funkciju ¢1, ¢o iSraiskas j (6.23) formule,
gausime (6.21]) Kosi uzdavinio sprendinj

z+at
u(z,t) = %((p(x —at) + o(z + at)) + % / Y(T) dr. (6.24)

Pastaroji formulé vadinama Dalambero formule.

Tarkime, funkcija ¢ yra diferencijuojama, o funkcija ¢ — dukart diferencijuo-
jama. Tada funkcija u, apibrézta (6.24) formule, yra dukart diferencijuojama,
tenkina homogenine bangavimo lygtj ir (6.19) pradines salygas. Be to, jeigu
Sitos salygos yra patenkintos, tai i§ (6.24) formulés isplaukia, kad (6.21) Kosi
uzdavinio sprendinys yra vienintelis.

Pastaba. Jeigu (6.21) Kosi uzdavinio sprendinys nagrinéjamas tik tri-
kampyje, apribotame tiesémis

r — at = const, x + at = const, t =0,

tai (6.19)) pradines salygas pakanka apibrézti tik Sio trikampio pagrinde (7r. [6.2
pav.).
r+at=cr—at=c
t

/N T

6.2 pav.

Rasime (6.22) Kosi uzdavinio sprendinj. Tuo tikslu kiekvienam 7 > 0 su-
darome pagalbinj uzdavinj:

Uy — a2y =0, 2 €R, t > T, (6.25)

Vl=r =0, v¢|t=r = f(z, 7). (6.26)
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Jeigu funkcija f yra diferencijuojama, tai pagal Dalambero formule (6.25), (6.26)
Kosi uzdavinio sprendinys

z+a(t—T)
1
t = dy.
vatr) =0 [ S dy
—a(t—7)
Parodysime, kad funkcija

t

/ o(@,t,7) (6.27)

0

yra (6.22)) Kosi uzdavinio sprendinys. Kadangi funkeija v yra (6.25), (6.26) Kosi
uzdavinio sprendinys, tai

t

t
utzv(x,t,t)—i—/vt(x,t,r / (x,t,7)dT,
0

0

t

ug = vg(w, 1, —1—/1)“ (x,t,7) T:f(x,t)—i-/vtt(x,t,T)dT,
0 0

t
Ut — a,2’u,xx = f(il},t) +/ I:’Utt(l',t,’r) — a2’1}wx(l‘7t,7'):| dr = f(:c,t)
0

Taigi funkcija u, apibrézta (6.27) formule, yra (6.22) Kosi uzdavinio sprendinys*.

1§itas metodas vadinamas Diuamelio principu. Jo esmé yra ta, kad tiesinés nehomogeni-
nés daliniy iSvestiniy lygties Ko8i arba misraus uzdavinio su nulinémis pradinémis salygomis
sprendinj galima iSreiksti atitinkamu homogeninés lygties sprendiniu. Pavyzdziui, Kosi uz-
davinio
upe + Lu = f(x,t), zeR”, t>0,
ult=0 = 0, utlt=0 =0

sprendinj galima i8reiksti formule

7t
u(z,t) =  v(z,t,7)dr,
0
kurioje v(z,t, 7) yra Kosi uzdavinio
veg + Lo =0, zeER™ t>T,

v‘t:‘r = 07 vtlt:‘r - f(fE,T)
sprendinys, o L — tiesinis diferencialinis operatorius, kurio koeficientai nepriklauso nuo ¢ ir
kuriame kintamojo ¢ atzvilgiu yra ne auk$tesnés kaip pirmos eilés i§vestinés. Analogiskai yra
konstruojamas ir Kosi uzdavinio
ut + Mu = f(z,t), zeR™ t>0,
Ult:O =0

sprendinys. Cia M — tiesinis diferencialinis operatorius, kurio koeficientai nepriklauso nuo
kintamojo ¢ ir kuriame yra iSvestinés tik pagal kintamuosius x.
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Akivaizdu, kad (6.21), (6.22) Kosi uzdaviniy sprendiniy suma, t.y. funkcija

x+at
1 1
u(z,t) = 5(@(33 —at)+ oz + at)) + % / ¥(y) dy +
rx—at
. t x+a(t—r)
Jr% / / fly, ) dydr, (6.28)
0 z—a(t—7)

yra (6.18), (6.19) Kosi uZdavinio sprendinys. Funkcija u yra dukart diferen-
cijuojama, jeigu funkcijos ¥ ir f yra diferencijuojamos, o funkcija ¢ — dukart
diferencijuojama.

Pastaba. Naudojant (6.23) formule, galima rasti ne tik Kosi, bet ir
miSraus uzdavinio sprendinj. Sprendziant misryjj uzdavinj, reikia turéti omenyje
tai, kad funkcijos ¢; ir ¢o apibréZtos ne visoms argumenty reikSmeéms. Argu-
mentai x — at ir x + at gali ir nepriklausyti funkcijy ¢y, co apibrézimo sritims.
Taigi, sprendziant misry uzdavinj, reikia tinkamai pratesti funkcijas c;, co arba
(tai visiskai ekvivalentu) @ ir 4.
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6.4 FURJE ARBA KINTAMUYJY ATSKYRIMO METODAS

Kintamyjy atskyrimo metoda galima taikyti gana placiai tiesiniy lygciy klasei.
Lygtis Mu + Nu = 0 priklauso Siai klasei, jeigu diferencialiniy operatoriy M
ir N koeficientai yra skirtingy kintamuyjy funkcijos ir ieSkomosios funkcijos u
iSvestinés jeina j reiskinius Mu ir Nu tik pagal skirtingus kintamuosius. Tarkime,
v ir w yra funkcijos, priklausanc¢ios nuo 8iy skirtingy kintamuyjy ir v = vw.
Tada lygti Mvw + Nvw = 0 galima suskaidyti j dvj lygtis. Siq lygéiy atskiryjuy
sprendiniy sandauga yra atskirasis lygties Mu + Nu = 0 sprendinys. Bendraji
sprendinj gausime paéme tokiy sprendiniy tiesinj darinj.

Tegu A yra vienmatis Laplaso operatorius, t.y. A = u,,. Rasime vienmatés
bangavimo lygties

Ut — Uge =0, x € (a,b), t >0, (6.29)
sprendinj, tenkinantj pradines

u|t:0 = (), ut’t:O =Y(z), x€la,b) (6.30)

ir kraStines

u—|—auw} =0, u—|—ﬂuw} =0, t>0 (6.31)

r=a z=b

salygas.
Tegu u = v(x)T(t). Istate taip apibrézta funkcija i (6.29) lygtj ir atskyre
kintamuosius, gausime
T'(t) vge(x)
() o)

Kairéje Sios lygybés puséje yra kintamojo t, o deSinéje — kintamojo = funkci-
ja. Sios funkcijos sutampa tik tuo atveju, kai jos yra konstantos. Pazymékime
bendraja ju reikSme raide —\. Tada funkcija u = v T yra (6.29) lygties spren-
dinys, jeigu funkcija T yra lygties

T + AT =0, (6.32)

o funkcija v — lygties
—Upz = AV (6.33)

sprendinys. Be to, funkcija u = v T tenkins (6.31) krastines salygas, jeigu Sias
salygas tenkins funkcija v. Taigi funkcijai v gavome Sturmo—Liuvilio uzdavinj:
rasti tas parametro A reikSmes, kurioms egzistuoja netrivialus (6.33)) lygties
sprendinys, tenkinantis krastines salygas

vt av|,_ =0, v+ pfuf, _, =0 (6.34)

Tr=a

Tokios parametro \ reikSmés vadinamos tikrinémis reiksmémis, o jas atitinkan-
tys netrivialus sprendiniai —tikrinémis finkcijomis.
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Tegu {)\k};ozl yra (6.33), (6.34) uzdavinio tikrinés reiksmes ir {vk}:ozl -
jas atitinkancios tikrinés funkcijos, ortonormuotos erdvéje La(a, b). Kiekvienam
A = A\ rasime bendrajj (6.32) lygties sprendinj. Neigiamiems A

Ty, = Cpe V [Arlt 4 CoreV Akt

Teigiamiems Ay
Ti = Cirpcos v/ At + Copsin v/ A t.
Tuo atveju, kai A\ = 0,
Ty = Cig + 1 Cay.
Kiekviena is funkcijy vi Ty, k = 1,2, ..., tenkina (6.29) lygtj ir (6.31) krastines
salygas. Todél funkcija

u(x,t) = Z T (t)vi(x)
k=1

taip pat tenkina (6.29) lygtj ir (6.31) krastines salygas. Pareikalave, kad funkcija
u tenkinty (6.30) pradines salygas, gausime

m bk;
u(z,t) = arch /| g|t + ——
;( V Ak

= b . .
+ k:%;rl(ak cos mt + NS sin mt)vk(m), (6.35)

¢ia: m — neteigiamy tikriniy reikSmiy skaifius, ap = (¢, vk), b = (Y, v) —
funkcijy ¢ ir ¢ Furjé koeficientai. Jeigu tikriné reik§meé A,, = 0, tai (6.33)
formuléje vietoje funkcijy ch \/| A |t it —2=—sh /| A\, | ¢ reikia imti atitinkamai

VIAm|
1ir ¢.

Zinant (6.33), (6.34) uzdavinio tikrines reikdmes ir tikrines funkcijas, lengvai
galima rasti ir nehomogeninés lygties

sh |)\k|t)’ljk($)+

Ute — Uz = f(z,t), x€(a,b), t >0, (6.36)
sprendinj, tenkinantj homogenines pradines

u 0, wl,_,=0, z€la,b] (6.37)

t=0

ir (6.31) krastines salygas. Jo ieSkosime tokiu pavidalu:
o0
u(x,t) = Z Fy(t) v ().
k=1
Istate taip apibrézta funkcija u i (6.30) lygtj, gausime

S (B () + MF(t)) ve(x) = f(a,1).

k=1
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Funkeijos vy, yra tiesiskai nepriklausomos (jrodykite). Todél funkcija Fj, Vk =
1,2,..., turi tenkinti paprastaja diferencialine lygtj

F'(t) + A Fie(t) = fu(t); (6.38)

Ga fr = (f,vr) yra funkcijos f Furjé koeficientai kintamojo x atZvilgiu. Be to,
is (6.37) isplaukia, kad funkcija F}, turi tenkinti pradines salygas

F(0) =0, F/(0)=0. (6.39)

Nehomogeninés (6.38) lygties sprendinys, tenkinantis (6.39) pradines saly-

gas,
t

sinvAg (t — 7) fx(7)dr kai k> m,
VA g

Fi(t) =

|/\k t*T)fk() kai kSm

Wf

Todél formaly (6.36), (6.37), (6.31) uzdavinio sprendinj galima isreiksti eilute

ka \/|T /sh\/W(t —7) fr(T)dr+

[e%e] 1 t '
+ ;;1 vg(2) i O/ sin /g (t — 7) fu(7) dr. (6.40)

Bendruoju atveju nehomogenineés (6.30) lygties sprendinio, tenkinancio (6.30)
pradines ir nehomogenines krastines salygas

“+O‘“z|¢:a =v(t), u+ﬁum|w:b =u(t), t>0, (6.41)
galima ieskoti tokiu pavidalu:
U =w+ w.

Siuo atveju funkcija w reikia parinkti taip, kad ji tenkinty (6.41) krastines saly-
gas. Tada funkcijai w gausime krastinj uzdavinj

wtt_wxa::f_wtt+wzxa .Z'E(a,b),t>0,

wl o =e=wl gy wily=v—wl_, w€lab]
w+awm|x:a:0, w+ﬁw1|x:b=0, t>0,

su homogeniném krastiném salygom. Savo ruoztu § uzdavinj galima isskaidy-
ti j du uzdavinius taip, kad vieno uzdavinio pradiné ir krastiné salygos buty
homogenineés, o kito lygtis ir krastiné salyga buty homogeninés.
ISnagrinésime vienmatés Silumos laidumo lygties atvejj. I§ pradziy rasime
lygties
Ut — Uz =0, xE(ayb), t >0, (6.42)
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sprendinj, tenkinantj pradine
ul,_o = (), z€lab], (6.43)
ir (6.31) krastines salygas. Siuo atveju vietoje (6.32)) lygties gausime diferenci-

aline lygti
T' +\T =0, (6.44)

o (6.33) lygtis ir (6.34) krastinés salygos isliks tos pacios.
Kai A = )\, bendrasis (6.44) lygties sprendinys

Tk(t) =} e Mt

Todél funkeija up = vg Ty, Vk = 1,2, ..., tenkina (6.42) lygtj ir (6.31) krastines
salygas. Tacdiau tada funkcija

ka che Kt

taip pat tenkins (6.42) lygtj ir (6.31) kraStines salygas. Pareikalave, kad funkcija
u tenkinty (6.43) pradine salyga, gausime formule

Z ap e Mg (z), (6.45)

kurioje ax = (¢, vr) yra funkcijos ¢ Furjé koeficientai.
Nehomogeninés lygties

Up — Uz = f(x,t), x€(a,b), t>0, (6.46)
sprendinj, tenkinantj pradine
u|t:0 =0, =ze [az b]a (6.47)

ir (6.31) krastines salygas, galima iSreiksti eilute

t) = i k() Fi(t), (6.43)
k=1

t
0/6 ) f(r) dr

Fy + M\ Fi, = fi(t), Fi(0) =0,
sprendinys. Cia fj = (f,vk) yra funkcijos f Furjé koeficientai.

kurioje

yra Kosi usdavinio
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Bendruoju atveju (6.46) lygties sprendinj, tenkinantj (6.43) pradine ir (6.41)
krastines salygas, galima rasti lygiai taip pat kaip ir bangavimo lygties atveju.

Pastaba. Vietoje vienmacio Laplaso operatoriaus ¢ia galima imti dvi-
matj, trimat] ir aplamai n-matj Laplaso operatoriy. Reikia tik rasti atitinkamo
Sturmo-Liuvilio uzdavinio tikrines reiksmes ir tikrines funkcijas. Be to, vietoje
Laplaso operatoriaus galima imti bet kokj bendresnj tiesinj elipsinj operatoriy,
kurio koeficientai nepriklauso nuo kintamojo t.

Pavyzdziai:

1. Kintamyjy atskyrimo metodu rasime krastinio uzdavinio

Ut — Uz =0, 2 € (0,1), t >0,
U(LE, 0) = QO({E), ut(:L‘,O) = 1/’(95)7 (649)
u(0,t) =0, wu(l,t)=0

sprendinj. Atskirojo bangavimo lygties sprendinio ieSkome pavidalu u =
v(x)T(t). Istate taip apibrézta funkcija i lygtj ir atskyre kintamuosius
gausime lygybe

T//(t) U//(x)

@) ()’

Ji yra teisinga tik tuo atveju, kai abi jos pusés yra pastovios. Pazymékime
bendra jy reiksme —A\. Tada funkcijai T' gausime lygti

T"+ XTI =0,

o funkcijai v lygtj
—VUgy = AU.

Be to, funkcija v dar turi tenkinti krastines salygas

Teigiamoms A reikSméms pastaroji lygtis turi du tiesiskai nepriklausomus
sprendinius

V1 = COS \ﬂx, Vo = Sin \F)\x
Todél bendrasis jos sprendinys
U = €1 COS Vz + co sin V.
Pareikalave, kad jis tenkinty homogenines krastines salygas gausime:
cy =0, cgsin VL= 0.

Kadangi ieskomas sprendinys turi buti netrivialus, tai konstanta co # 0.
Taigi A turi tenkinti lygtj
sin VAl = 0.
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2
I8sprende ja randame tikrines reikSmes Ay, = (’TT’“> ,k=1,2,...Kiekvieng
tikrine reikSme Ay atitinka tikriné funkcija

. wkx
Vi = Cof SIN T

Ji apibréziama pastovaus daugiklio cop tikslumu. Konstantas cop paren-
kame taip, kad

!
/U,f(a:)dxz 1L,Vk=1,2,...
0

I8 8iy salygy randame

_\ﬁ ()_\ﬁmm
Cor = l, Vp\X) = ZS l.

Neigiamoms A reikSméms du tiesiskai nepriklausomi sprendiniai

vi(z) =e . wa(x) =e VT

Kai A =0,

o bendrasis sprendinys
v(x) =1 + cam.

Pareikalave, kad v tenkinty homogenines krastines salygas v(0) = 0, v(l) =
0 abiem atvejais gausime: ¢; = co = 0. Tai reiskia, kad neteigiamy tikriniy
reikSmiy néra.

Imkime lygtyje T” + AT = 0 parametra A = \;. Tada gausime lygt}, kurios
bendrasis sprendinys

Ti(t) = ap cos v/ Mgt + by sin v/ g t.

Funkcijos vy, it T}, yra sukonstruotos taip, kad jy sandauga T}, - vi tenkina
(6.49)) lygti ir homogenines krastines salygas. Todél tokiy sandaugy suma

u(z,t) = Z T (t)vg ()
k=1

taip pat tenkina (6.49) lygtj ir homogenines krastines salygas. Konstantas
ay ir by parinksime taip, kad taip apibrézta funkcija u tenkinty pradines
salygas. I§ pirmos pradinés salygos gauname lygybe

> arui(@) = o(a).
k=1
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Padaugine abi Sios lygybés puses is v,, ir rezultata suintegrave nuo 0 iki [
randame

!
A, = /ap(x)vm(as) dx. (6.50)

Cia pasinaudojome tuo, kad tikrinés funkcijos {vk }:Ozl yra ortonormuotos
erdvéje Lo (0,1), t.y.

1, kai k=m,

1
/vk(:r)vm(x) de =96 = {0 kai k£ m
0 ' )

Pareikalave, kad funkcija u tenkinty antraja pradine salyga gausime lygybe

Z b/ Akvk () = Y(z).

k=1
I8 jos lygiai taip pat randame

l
1
bm = 7m/¢(x)vm(1’) dz. (6.51)
0

Taigi nagrinéjamo krastinio uzdavinio sprendinys

u(zx,t) = Z(ak cos /At + by, sin \/gt) vg(2);

k=1

Cia koeficientai ay, ir by, yra apibrézti (6.50) ir (6.51) formulémis.
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6.5 INTEGRALINIY FURJE TRANSFORMACIJY METODAS

Nagrinésime Kosi uzdavinj

—a®Upy =0 ER, t>0
de—a b TES ’ (6.52)
Uli=o = (), z eR.
Irodysime, kad jo sprendinj galima iSreiksti Puasono formule:
t ! [ Bt ) 6.53
= —_— a“t
u(w,t) (Gra?) 12 / e ¢(y) dy. (6.53)

—0o0

I8vesdami jg naudosime integralinj Furjé transformacijos metoda. Taikydami &}
metoda, manysime, kad visi atliekami veiksmai yra teiséti.

Priminsime, kad tiesioginé ir atvirkstiné Furjé transformacijos kintamojo x
atzvilgiu apibréZziamos formulémis:

1

a(f, t) e

27r 27T

e®Su(x,t) dz, L / e AL, 1) dE, i = V1.

8\8

Funkcijy g ir u,, Furjé transformacijos:

/ emfut(x, t)dx =

\/ﬂ/ ez, t) dx) = U (&, t),

oo
/e umxtd =
— 0o

/ (i) (z, 1) dir =

ug (§:t) =

5~
3

Ugz (§,1) =

3 ﬁ‘
[N} |
3

1
\/ 2w

8

= V% / (—i€)2e%€u(s, ) do = —€20(€, 1),

Pritaike Furjé transformacijos operatoriy abiems Silumos laidumo lygties pu-
séms, gausime paprastgja diferencialine kintamojo ¢ atzvilgiu lygtj

ﬂt + a2£2a = 0
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I kintamajj £ galima ziuréti kaip j parametra. Si lygtis yra tiesiné pirmos eilés
lygtis, ir jos bendrasis sprendinys

A1) = C(&)e &,

Kadangi

u(£,0) = % / eSu(x,0) dr = \/% / e () dz = @(£),

tai

U, 1) = P(e)e €,

Pritaike Sios lygybés abiems puséms atvirkstinj Furjé transformacijos opera-
toriy, gausime

u(m’t):\/%? / e I G(E)e ™ de.

Vietoje funkcijos ¢ jstatykime jos integraling iSraisks ir sukeiskime integravimo
tvarka. Tada gausime formule

1 r r —i(x— —a?¢?
uet) = o [ ([ et oy ay -
™
= / Gz —y, t)e(y) dy;
Cia
]. ; 242
)= — —i(z—y)§—a’£7t ge
Glo—yt) =5 [ ¢ ¢
— 00
Suskaiciuosime integrala
1 i —ixé—a’€?t
Gz, t)=— [ ¢ dg.
™
Tuo tikslu isskirsime pilnajj kvadrata
—a?€%t —ixé = —(a®E%t +ixf) = — [azt(g + ii)2 + LQ}
2a2t 4a?t
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ir integrala G(x,t) perraSysime taip:

%) 2
1 _=2> —a’t( &+ i
Glo,t) = 5o /e @t(¢ + iz de. (6.54)

— 00

Parodysime, kad integralas
I= /6_“2“3””0)2 ds

nepriklauso nuo parametro og.
Tegu [ — uzdaras konturas kompleksinéje kintamojo z = s + 0 plokStumoje
(zr. 6.1 pav.).

g
00
A f
-N 0 N s
6.1 pav.

Pagal Kosi teorema

N
O:/e_a%szz: /e_a2t<s+i00)2 ds—l—/e_agt(N'i'w)Zda-l-
l -N

g0

—N g0

/e*azfsz ds+/e*a2t(*N+i0)2da. (6.55)
N 0
Kadangi
oo oo
‘/e—aQt(:I:N—&—ia)QdU‘ < e_a2tN2/ea2t02dU—>O
0 0

kai N — oo, tai peréje (6.55) formuléje prie ribos, gausime

oo oo
oo —0

Be to, integralas
oo oo

—a’ts? 1 / —z?
(& dS - —F= (& d{L’ =
/ av/'t

— 00 — 00

s
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IOdel fuIlkClJ a
] 2
2

———e¢
(4ma?t)1/2

Tokiu budu formalyjj (6.52) Kosi uzdavinio sprendinj galima isreiksti (6.53])
formule. UzraSysime ja tokiu pavidalu:

G(z,t) = (6.56)

T jo—yl?
u(x,w:_/ Gla = b)) dy = s [ 7 )i (657)

—00

Funkcija G yra vadinama Silumos laidumo lygties fundamentaliuoju sprendiniu
(arba Gryno funkcija).
Pastaba. Galima jrodyti, kad funkcija u, apibrézta (6.53) formule, yra
(6.52)) Kosi uzdavinio sprendinys, jeigu funkcija ¢ yra tik tolydi ir aprézta.
Kosi uzdavinio

(6.58)

up — aug, = f(z,1), r€eR, t>0,
Ult=o = 0, r €R,

formalyjj sprendinj rasime taikydami Diuamelio principa. Tuo tikslu V7 > 0
rasime formalyjj Ko8i uzdavinio

vy — aPUgy =0, reR, t >,
ult=r = f(x,7), r € R,

sprendinj. Pagal (6.57) formule
v(x,t,7) = / Gz —y,t —7)f(y,7)dy.

Tiesiogiai galima patikrinti, kad funkcija

t

u(z,t) = /v(x,t,T) dr = /t /OO Gz —y,t —7)f(y, ) dydr (6.59)
0 —oo

0

yra (6.58) Kosi uzdavinio formalusis sprendinys.
Sudéje (6.52)) ir (6.58) Kosi uzdaviniy sprendinius, gausime funkcija

ulz, 1) = / Gl — g, )ply) dy + / / Gla—y,t — 1) f(y.7) dydr.  (6.60)

0 —oo
kuri yra formalusis Kosi uzdavinio

up — aug, = f(z,1), reR, t>0,
uli=0 = p(z), r € R,
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sprendinys.

Integralinj Furjé transformacijy metoda galima taikyti ne tik jvairiy Kosi
uzdaviniy sprendimui, bet ir Krastiniy uzdaviniy sprendimui. Naudojant sinu-
sine Furjé transformacijg rasime krastinio uzdavinio

Upt — QP Ugy = 0, x>0, t>0,
ult=o0 = @(x), ut|t=0 = P(x), x>0, (6.61)
u|m:0 = 0, t > 0.

sprendinj. Tegu funkcija w yra (6.61) krastinio uzdavinio sprendinys. Jos
sinusiné tiesioginé ir atvirkstiné Furjé transformacijos kintamojo z atzvilgiu
apibréziamos taip:

u’(&,t) = \/Z/u(m,t) sinzfdx, wu(z,t)= \/Z/ﬂs(«f,t)sinxfdf.
0 0

Pritaike sinusine Furjé transformacija funkcijai us gausime

u(€,1) \/>/utt (x,t)sinzé do = —u S(&,t) = ug (&, t).

Jeigu funkcija u begalybéje kartu su savo iSvestine u, lygi nuliui, tai integruo-
dami dalimis gausime, kad funkcijos u,, Furjé transformacija

27 27

Uzy (€,1) = \/7 Uy (z,t) sinzé de = — | = | ug(z,t)€ cosxldx =
7r0/ 7T0/
—£2 \/7/ u(z, t) sinzé do = —£20° (€, t).

Taigi pritaike sinusine Furjé transformacija abiejoms (6.61) bangavimo lygties
puséms, gausime tiesine antros eilés lygti

7y (6,t) + a’€"a(§,t) =0, >0,
kurioje kintamasis £ yra parametras. Sios lygties bendrasis sprendinys
u’(&,t) = c1(€) cosalt + co(€) sin at.

Kadangi funkcija u tenkina (6.61]) pradines salygas, tai jos sinusiné Furjé trans-
formacija u® turi tenkinti pradines salygas

Wlimo = P°(€),  Tglimo = 9°(€), € >0.

Panaudoje Sias salygas randame
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Taigi funkcijos u sinusiné Furjé transformacija

u’(&,t) = °(€) cosalt + 1/);(5) sin a&t.

Pritaike abiejoms Sios lygybés puséms atvirkstine sinusine Furjé transformacija,
randame ieSkomg funkcija

o~

u(x,t) = \/z/(g’ﬁs(f) cos alt + ws(f) sin aﬁt) sin z€ d€. (6.62)
0

Qa

Integrala desinéje Sios lygybés puséje iskaidome j du integralus. Pirmasis is jy

\/E/ ?°(€) cos a&tsinxf d€ = ;\/z/ 2°(&) (sin(z + at)§ + sin(z — at)§) d€ =
0 0

%(%’(z +at) +sign(z — at)p(|z — at])).

Antrasis
2 [0 B 1\/5 T 3%(€) B
\/;O/ pr: sin at sin z:€ d§ = 3 7r0/ a (cos(z—at)§ —cos(z+at)§) d§ =
1 5 oo x+at ) z+at
%\E [ ] v©sinscasic = 5 [ wisas
0 z—at lz—at|

Istate Sias integraly israiskas j (6.62) formule gauname

r+at

(¢(z + at) + sign(z — at)p(|z — at])) + % / P(s)ds. (6.63)

|z—at|

N =

u(z,t) =



7 SKYRIUS

Skaitiniai diferencialiniy lygciy
sprendimo metodai

Netiesines paprastasias diferencialines lygtis bei jy sistemas retai kada pavyk-
sta siuntegruoti. Dar sudétingesné yra situacija yra kai nagrinéjame daliniy
iSvestiniy lygtis arba jy sistemas. Todél labai aktualus yra tokiy lygciy bei
sistemy jvairus skaitiniai sprendimo metodai.

Siame skyriuje pateiksime du skaitinius diferencialiniy lygé¢iy sprendimo me-
todus. Pirmasis i§ jy yra Rungé — Kuto metodas, antrasis — baigtiniy skirtumy
metodas. I8 pradziy pateiksime skaitinj paprasyjy diferencialiniy lygéiy bei ju
sistemy sprendima Rungé — Kuto metodu. Po to skaitin] diferencialiniy lygciy
dalinémis iSvestinémis sprendimg, baigtiniy skirtumy metodu. Pastarajj metoda
taikysime skaitiniam elipsiniy, paraboliniy ir hiperboliniy lyg¢iy sprendimui.

7.1 RUNGE - KUTO METODAS PIRMOS EILES PAPRASTAJAI
DIFERENCIALINEI LYGCIAI

Nagrinésime Kosi uzdavinj
y' = fz,y), y(@o)=1yo (7.1)

pirmosios eilés paprastajai diferencialinei lygéiai. Jeigu funkcija f kokioje nors
srityje turi n-tosios eilés tolydzias dalines iSvestines, tai iS paprastyjy diferenci-
aliniy lyg¢iy teorijos yra Zinoma, kad ieskomas sprendinys turi (n + 1)-os eilés
tolydzias iSvestines ir pagal Teiloro formule

y(@) = yl(zo) + (& — x0)y (w0) + T2y (wo) + ... +

_ n+1 n
E YD () + oo — ")

+l
Tegu x = zog + h. Tada, atmete paskutinj narj, gausime apytikslia lygybe
h? hr L

N ~ / o e (n+1)
y(xo +h) —yo = hy'(x0) + orY (wo) +...+ T 1)!9 (o). (7.2)

Isvestiniy reikSmes taske xo galima apskai¢iuoti i§ (7.1) lygties:

y'(zo) = f(wo,y(w0)) = o,
y"(x0) = fel®o,y(z0)) + fy(an y(wo)) - ' (z0) == yg ,
y"(20) = faa(T0,y(20)) + 2fya (0, y(x0)) - ¥ (%0) + fyy (@0, y(wa) -y’ (z0)+

1

fy(xo,y(w0)) - y" (w0) = yg
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ir t.t. [state gautas iSvestiniy reiksmes j (7.2) formule gausime apytikslia spren-
dinio reik8me. Dideliems n §i formulé tampa labai sudétinga ir praktikoje ne-
naudojama.

Rungé pasiulé kita diferencialiniy lygéiy integravimo metoda, kurj véliau
iSvysté Kuta ir kiti mokslininkai. Metodo esmé yra tame, kad funkcijos y pokytj
y(xo + h) — y(zo) ieSkome pavidalu

y(xo +h) —yo = (mik1 + - 4+ k)b (7.3)
Cia
ki = f(&,m), & =0+ ah, a1 =0,i=1,2,...,r,
i = Yo + Birkih + Biskah + ... + Bii—1ki—1h.
Taigi

k1 = f(xo,%0),
ky = f(xo + azh,yo + fa1k1h),
ks = f(xo + ash,yo + Bz1kih + Bszkah),

kr = f(‘rO + Oérh»yo + ﬂrlklh + 5r2k2h +--+ ﬂrrflkrflh)

Konstantas v;,; ir §;; randame sulygine (7.2)) ir (7.3)) lygybiy deSiniy pusiy
koeficientus prie vienody h laipsniy.

Atskirai iSnagrinésime kelis atvejus:

1. Tegu r = 1. Tada skirtumas

y(zo + h) —y(zo) = 71 f (20, yo)h-
Sulygine su (7.2) formule gauname ; = 1. Taigi yra teisinga formulé
y(zo + h) — y(xo) = f(zo,y0)h,

kurios paklaida yra O(h?).
2. Tegu r = 2. Tada (7.3)) formule galima uZrasyti taip

y(zo +h) —yo = (v1k1 + y2k2)h. (7.4)

Norint sulyginti (7.2) ir (7.4) formulése koeficientus prie vienody h laipsniy,
koeficienta ko skleidziame Teiloro eilute

ko = f(xo+ agh,yo + Barkih) =
= f(xo,y0) + az2hfz(xo,y0) + Barkihfy(zo,y0)+

+§(a%h2fm($o7yo) + 202821 k1 h? fay (0, y0) + Ba1 kB fyy(z0,90)) + - -

—_
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Sia iSraiska jstate i (7.4) formule ir sulygine koeficientus prie vienody h laipsniy
randame:

Y1+v2=1 prie hf(zo,y0),

Yog = 1/2  prie  Rh*fi(x0,90),

Y221 = 1/2 prie  h?fy(zo,10)-
Pastaroji sistema turi be galo daug sprendiniy. Imdami as = 1, f2; = 1 gausime
y1 = 1/2, 72 = 1/2. Siuo atveju

1
y(xo +h) —yo = 5(’% + ko)h;

kl :f(‘T07y0)a k'Q = f(m0+h7y0+k1h)
Imdami ay = 1/2, 821 = 1/2 gausime vy, = 1, y; = 0. Todél

y(xo + h) —yo = ka2h;

kl :f(anyO)a k2:f(m0+h/2ay0+klh/2)

Abiem atvejais gauty formuliy paklaida yra O(h3).
Tegu r = 3. Tada (7.3)) formulé uzsiraSo taip

y(zo + h) — yo = (v1k1 + 2k + v3ks)h; (7.5)

kl = f(x()yyo)a k:2 = f(ifo + aZhayO + Bglklh),
ks = f(xo + ash,yo + Baikih + Bagkah).

Isskleide koeficientus ko ir ks Teiloro eilute jstatome jy reiksmes j (7.5) formule.
Po to, sulyginame koeficientus prie vienody h laipsniy su ir (7.2) formule. Tada
gausime sistema

M+t =1,
Y102 + 303 =1/2,
Y23 + Y303 = 1/3,
V383202 = 1/6,

az = a1,

as = P31 + Ps2.
Fiksuotoms as ir a3 reikSméms j antra, trecig ir ketvirta pastarosios sistemos
lygtis galime ziuréti kaip i trijy tiesiniy algebriniy lygciy sistema kintamuyjy s
ir 3 atzvilgiu. Ji yra iSsprendziama, jeigu determinantas

(65) Qs 1/2
ad a2 1/3 | =0,
O ﬂggag 1/6

t.y. kai
062053(043 — Otg) — 63205%(2 — 3042) = 0
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Is (7.6) matome, kad 3 # 0, 32 # 0 ir a2 # 0. Todél pastaraja lygybe padaline
i$ o gauname

063(063 — 052) — 532a2(2 — 30[2) = 0
Todél i§ pradziy galime koeficientus s, as, 021, 031, O32 parinkti taip, kad jie
tenkinty sistema

ay = Bar,
ag = (331 + B3z,
az(as — ag) — Pz202(2 — 3a) = 0,

0, po to, koeficientus ~y1,y2,y3 rasti i$ sistemos

Y1+ +73 =1,
Yooz + a3 = 1/2,
3032000 = 1/6.

Pavyzdziui, tegu ag = f21 = 1/2,a3 = 1. Tada 32 = 2, 831 = —1,7v3 = 1/6,
Y2 =2/3, v1 = 1/6 ir (7.5) formule galime uzrasyti taip

1
y(xo +h) —yo = E(kl + 4dko + k3)h; (7.7)

kl = f(370790>7
kz = f(zo +h/2,y0 + k1h/2),
ks = f(zo + h,yo — kih + 2kah).

Taigi parinke kokj nors (7.6) sistemos sprendinj gausime (7.5) formule su kon-
kreciomis koeficienty reikémémis, kurios paklaida yra O(h%).
Pastabos:

1. Galima parodyti, (7r., pavyzdziui, []), kad, kai r = 4, yra teisinga formulé

1
y(l‘o + h) — Yo = E(kl + 2]{32 + 2]{13 + k4)h;

ki = f(wo,90), k2 = f(xo + h/2,y0 + k1h/2),
ks = f(xo + h/2,y0 + k2h/2),
ky = f(xo + h,yo + ksh),

kurios paklaida yra O(h®). Pastaroji formulé yra viena i§ daZniausiai
naudojamy Rungé — Kuto formuliy.

2. Galima isvesti Rungé — Kuto formules kai r» > 5. Tacdiau jos yra greméz-
digkos ir praktikoje retai naudojamos.

Taikant viena ar kita Rungé — Kuto formule galima rasti ieSkomos funkcijos
reikdme taske zo + h, t.y. y(xo + h). Imdami pradinj taska x; = z¢ + h ir
pradine reiksme y; = y(zo + h), analogiskai galime gauti ieskomos funkcijos
reikSme kitame taske x1+h ir t.t. Tesdami tokius skai¢iavimus gausime ieSkomos
funkcijos reiksmes taskuose xg + kh, k =1,2,...
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7.2 RUNGE - KUTO METODAS PIRMOS EILES
DIFERENCIALINIY LYGCIY SISTEMAI

Rungé — Kuto metoda galima taikyti ir pirmos eilés diferencialiniy lygéiy sis-
temai. Konkretumo délei nagrinésime Kosi uzdavinj dviejy pirmos eilés diferen-
cialiniy lygéiy sistemai

(7.8)
z’zg(sc,y,z), Z(xO):ZO
Teskomy funkcijy y ir z pokytj taskuose xg + h ir ¢ ieskosime pavidalu
y(zo +h) —yo = (mk1 + -+ + k),
(7.9)
z(xog + h) —z0 = (vila + -+ + 75l )h,
Cia
ki = f(&niG), L= g(&§5n5, ¢,
& =20+ aih, a1 =0, & =x0+ajh, af =0,
N = Yo + Birk1h + Biokah + ... 4 Bii—1ki—1h,
77;‘ = Yo + ;klk'lh + Zngh + ...+ Zi_lk‘iflh,
G =vyo + 0ulih 4+ dpploh + ... + 61l _1h,
G =yo+65hh+05%0Lh+ ... +65_1li—1h,
i=1,2,...,r. Pagal Teiloro formule
y(@) —y(wo) ~ hy' (o) + by (o) + - . + Loy ™+ (wo), 1)

2(z) — z(wg) ~ hz'(xg) + Z—?z”(ﬂfo) +...4+ %z(”ﬂ)(xo).

Funkcijy y ir z iSvestines taske xo randame i$ (7.8)) sistemos

y'(x0) = f(x0,¥0, 20), 2'(x0) = g(x0, Y0, 20),
y"(z0) = fa(xo, 0, 20) + fy(z0,Y0,20)y (z0) + f=(x0, Yo, 20)2' (x0),
2"(x0) = gx(0, Y0, 20) + 9y (x0, Yo, 20)y"(x0) + 9 (0, Yo, 20)2' (20)

ir t.t. Sias iSvestiniy reikimes jstatome j (7.10) formule. Gautoje ir (7.9)
formulése sulyginame koeficientus prie vienody h laipsniy iki nario h*. Tada
koeficienty «a;, o, Bij, 5, 0ij,07; Ir 74,77 atzvilgiu gausime algebriniy lyg€iy
sistemy (zr., pavyzdziui, |9]). Pastaroji sistema yra simetriné koeficienty «;, o,
Bij, Bijs 0ig, 075 ir vi,y; atzvilgiu. Todeél galime imti

* * * *
i =0, Bij =B, 6 =0, vi=";-
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ir, kai r = 4, Rungé — Kuto formules apibrézti taip:

1
y(ﬂjo + h) — Yo = *(kl + 2]432 + 2]{13 + k4)h,

6

1 (7.11)
Z(.Q?O + h) — 20 = 6(11 + 21y + 2I3 + l4)h;

k1 = f(w0,90,2)), 11 = g(z0,Y0,2)),

ko = f(xo+ h/2,y0 + k1h/2,20 + 11h/2),

lo = g(xo + h/2,y0 + k1h/2, 20 + 11h/2),

ks = f(xo + h/2,y0 + k2h/2, zo + l2h/2),

ls =g(zo + h/2,y0 + k2h/2, zo + l2h/2),

ka = f(zo+ h,yo + ksh,z0 + Ish), la = g(zo + h,yo + k3h, z0 + I3h).
Siy formuliy paklaida yra O(h%).

P astaba. Analogiskos Ringé — Kuto formulés yra teisingos ir tuo atveju,
kai lygéiy skaic¢ius yra didesnis uz du.
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7.3 RUNGE — KUTO METODAS AUKSTESNES EILES
PAPRASTAJAI DIFERENCIALINEI LYGCIAI

Kiekviena normalioji n-tos eilé paprastoji diferencialiné lygtis

y(n) = f(w,y,y', s 7y(n71))’ y(l'o) = %o (712)

susiveda j n pirmos eilés paprastyjy diferencialiniy lygéiy sistema

w = f(x,y,u,...,0,w),

!

v (7.13)
Yy =u

Todél apytikslj n-tos eilés lygties sprendinj taip pat galima ieskoti Rungé — Kuto
metodu. Be to, (7.13) sistemos deSiniosios pusés turi labai paprasta pavidala.
Todél galima gauti paprastesnes Rungé — Kuto formules.

Paprastumo délei nagrinésime Kosi uzdavinj antrosios eilés paprastajai dife-
rencialinei lygé¢iai

y' = f(z,y,9), yl@o) =wo, ¥ (20) =1y

Standartiniu budu ji suvedame j Ko8i uzdavinj dviejy pirmos eilés paprastyju
diferencialiniy lygéiy sistemai

-4 :f(l'7y,2’), Z(l’o) = 20 ‘= y(l)a

(7.14)
y' =z ylxo) = o
Sprendiniy y ir z pokycius ieSskome pavidalu
y(zo +h) —y(xo) = (k1 + y2k2 + v3ks)h, (7.15)

z(zo + h) — 2(x0) = (Wil + 3l +73l3)h;

Cia
ki= f(&:mi,G)s L= g(&ni, ¢,
& = xo + aih, on =0, & =x0+ajh, a] =0,
N = Yo + Birk1h + Bigkah + ... + Bii—1ki_1h,
nf =vyo+ Biikih + Bhkoh + ...+ B _1ki—1h,
Ci = yo + 0lih +dpploh + ... 4 655111 h,
CF = yo + 85Uk + Olah + ..+ 6%yl 1h,

i = 1,2, 3. Sulygine koeficientus prie vienody h laipsniy (7.15) ir (7.10]) formulése
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gausime sistema

ag = (21 = a1, as = B3 =031,

ag = B31+ P32 = 031 + 032,  of = B3 + P55 = 051 + 03,
M+t =1, M+t =1

Yeaz +y3a3 = 1/2, vaas + v =1/2,

1203 + 305 = 1/3, vas® +y5as’ =1/3,
V383202 = 1/6, V540 = 1/6,

o P
@ 03 03
Koeficientai k; ir I; (7.14) sistemai gaunami tokie:
k1= 20, 11 = f(z0,Y0,20),
ko = zo + d21hly, la = f(zo + ash, yo + B31hzo, 20 + 051 hi1)
ks = zo 4 d31hly + d32hf (zo + a3h, yo + B31hzo, 20 + 031 hly),
I3 = f(zo + adh,yo + aihzo + Bi021h%11, 20 + 035, hly
+0351f (w0 + a3h, yo + B21hzo, 20 + 651 A1),

o ieskomy funkcijy pokyciai

y(xo+h) —y(xe) =  (viky +v2ka + v3ks)h = hzo + h*{ (72021 + Y3031) 1+
Y3032.f (2o + a3h, yo + B31hzo, 20 + ¥31 )Rl }
z(xo +h) = 2(w0) = (vl +13l2 +73l3)h.
Imdami ¢ia
ay = aj = Po1 = 5 = 621 = 03, = 1/3,
a3 = af = 3z = (35 = 032 = 03, = 2/3,
P31 = B3 =031 =63, =0,
V3= =3/4, 2= =0, 1= =1/4
gausime
y(zo + h) — y(zo) hzo + $h? f(zo + h/3,yo + hzo/3, 20 + hi1/3)
z(zo + h) — z(xo) = hly/4+ 2hf(zo + 2h/3,yo + 2hzo/3 + 2Ry,
zo + %hf(xo + h/3,y0 + hzo/3, 20 + hi1/3)).

Pastaryjy formuliy tikslumas yra eilés h?.

Analogiskas Rungé — Kuto formules galima gauti parinkus kitokias koefici-
enty reikmes. Be to, (7.14) sistemai spresti galima nauduoti formules gautas
nagrinéjant bendro pavidalo pirmos eilés paprastyjy diferencialiniy lygéiy sis-
tema (7r., pavyzdiui, (7.11) formule).
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7.4 BAIGTINIY SKIRTUMY METODAS ELIPSINIES LYGTIES
ATVEJU

Baigtiniy skirtumy metodo esmé yra tokia. Sritis, kurioje sprendziama diferen-
cialiné lygtis, yra padengiama tinklu ir tinklo linijy susikirtimo taskuose difer-
encialiné lygtis kei¢iama skirtumine. Tinklo linijy susikirtimo su srities konturu
(pavirsiumi) taskuose krastines salygas keic¢iame j skirtumines salygas. Rezul-
tate gauname skirtuminiy lygéiy sistema. Sprendziant $ig sisitema reikia iSsi-
aiskinti ar ji turi sprendinj ir ar rastas sprendinys yra vienintelis. Be to, reikia
dar pasirinkti sistemos sprendimo metoda ir iSsiaiskinti ar rastas sprendinys yra
artimas tikrajam diferencialinés lygties sprendiniui.

Apréztoje srityje 2 C R? su konturu I' nagrinésime elipsine lygtj
L(u) = augy + buyy + pug + quy + du = f(z,y); (7.16)

¢ia koeficientai a, b, p, q,d ir f yra zinomos tolydzios srityje 2 funkcijos. Be to,
koeficientai a ir b yra teigiami (elipsiskumo salyga).
Tarkime tinkla sudaro dvi tiesiy Seimos

r=x9+1ih, i=0,%+1,£2,...,
y=yo+jl, j=0,£1,%2,...,

Taska (zo+ih, yo+jl) zZymésime (x;, y,) arba tiesiog (7, j), o funkcijos u reikSmes
Siame taske — u;;, t.y.

uij = ’U,(J,'Z,y])
Tagkai (¢ £1,7), (4,5 £ 1) yra vadinami tasko (4,j) gretimais taskais (zr. [7.1
pav.).
o(i,j +1)

. (),
(i_lvj) (i+1vj)

“(imj - 1)

7.1 pav.

Visuma tinklo tasky, kurie priklauso aibei~QUF Zymésime raide Q. Tinklo
taskus, kuriy visi gretimi taSkai priklauso ), vadinsime vidiniais ir Zymeésime
Q). Tinklo taska, kurio bent vienas gretimas taskas nepriklauso vadinsime
konturiniu tinklo tasku. Visuma konturiniy tinklo tasky Zymeésime I' (Zr. [7.2
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pav.).

e — vidinis tinklo taskas

* — konturinis tinklo taskas

>~

7.2 pav.

Kiekviename vidiniame tinklo €2 taske (4, j) ieSkomos funkcijos isvestines u,,
Uy, Ugg T Uy, pakeiskime, atitinkamai, skirtumais

Ui415 — Uij—15 Ugj41 — Uij—1 U415 — 2Uij + Ui—15 U1 — 2Uij + U1
2h ’ 2l ’ h? ’ 12

Istate Sias iSvestiniy reikSmes j (7.16) lygti taske (i, j) gausime skirtumine lygtj

= Uity — 205 + Uiy Wijr1 — 2U5 + Ujj—1

L(uij) = Ay h2
o Wit1j T Ui—1j

7 2h

_|_
2 (7.17)
+ dijuig = fij.

+ bij

Ujjr1 — Uij—1
i 21 -

Galima parodyti (7r., pavyzdziui, [9]), kad tokios aproksimacijos paklaida yra
didis eilés O(h?), jeigu h/l = const.

Sudarant skirtumine lygtj kiekvieng ieSkomos funkcijos iSvestine pakeitéme
atitinkamu skirtumu. Taciau yra galimas ir kitas skirtuminés lygties sudarymo
budas. Jo esmé yra tame, kad visg diferencialine israiska kei¢iame skirtumine
iSraiska su neapibréztais koeficientais.

Imkime n tinklo tasky, supanéiy taska (i,7). Taska (i,7) pazymeékime 0, o
ji supancius tinklo taskus 1,2,...,n. Pavyzdziui, kai n = 4, tagka 0 supandéius
taskus 1,2, 3,4 galima imti taip kaip pavaizduota [7.3| paveikslélyje.

7.3 pav.
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Funkcijos u reik¥me taske j paZymékime u;. Sudarykime tiesinj darinj

n
E CijUj.
Jj=0

Isskleiskime u; Teiloro formulés pagalba tasko 0 aplinkoje ir gautas u; reikSmes
istatykime j §j darinj. Tada surinke koeficientus prie vienody funkcijos u isves-
tiniy, gausime

- O tky

jz:;)cjuj = Z ’Yilc(aTayk)o‘f'RQ (7.18)

i+k<n

¢ia R liekamasis narys. Jeigu funkcijos u iSvestinés iki n + 1 eilés imtinai yra
apréztos, tai R = O(h"*!), h — maziausias atstumas tarp tagky 0 ir 1,2,...,n.
Atkreipsime démesj j tai, kad koeficientai 7, tiesisSkai iSsireiskia per c;. Neapi-
bréztinius koeficientus ¢; parenkame taip, kad (7.18) formulés desiné pusé kuo
labiau sutapty su diferencialinio reiskinio Lu reikSme taske 0. Sulygine koefi-
cientus prie ieSkomos funkcijos ir jos pirmos bei antros eilés iSvestiniy, gausime

Yoo = do, Y10 = Po, Yo1 = qo, Y20 = lo, Yo2 = bo, 711 = 0.

Kadangi nagrinéjama lygtis yra antros eilés lygtis, tai koeficientai v;, = 0, kai
i+ k > 2. Jeigu koeficientus ¢; parinkti taip galima, tai i§ (7.18) formulés
gauname, kad

chuj = (L’LL)O + R
7=0

ir diferencialine lygtj taske 0 galima pakeisti skirtumine lygtimi

n

ZC]"LLJ' = fo.

=0

Vienas i§ 8io metodo privalumu yra tas, kad vietoje staciakampio tinklo gal-
ima imti ir kitokj tinkla (pavyzdziui, taisiklingy trikampiy arba taisiklingy
Sesekampiy).

ISnagrinésime §j metoda Puasono lygties

AU = Ugy + Uy = f(,Y) (7.19)

atveju. Tarkime, tinklas yra kvadratinis ir imame keturis taska O supancius
taskus 1,2,3,4 (zr. [7.3] pav.). Sukeite Laplaso operatoriuje kintamuosius z ir y
gausime Laplaso operatoriy. Be to, tinklo taskai 1,2, 3, 4 yra iSsidéste simetriskai
tasko 0 atzvilgiu. Todél tiesiniame darinyje

n
Au = E CjU;
i=0
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galime imti c; =

gausime
uy = ul(xo + h
Ug ‘= u((E(] + h7

uz := u(xg — h,

uyg = u(xg — h,

Cia operatoriai

¢y = c3 = ¢4 = c. I8skleide¢ u; Teiloro formule tagko 0 aplinkoje,

h3 h*
Yo + h) —u0—|—<hD+u—|— Diu—|—3 D u—|—4 D+u+...)0
h3 h*
Yo — —uo—l—(hD u+ D2u+3'D3u+ D4u+...)0
h3 h4
Yo — h) = ug — (hD+u —|—3D 4'D4 —i—...)o
K3 h*
Yo —h —uof(hD uf—Dqur D?’uf—D4u+...)
0
0 0 0
D ,=—+—, D_=———.
+ 8x+8y’ 0x Oy

Istate Sias reikSmes j tiesinj darinj randame

Au = ColUg

ch? ch
+deug + (25-(D3 + D2yu+ 25 (D4 + D ju+ . )O

Konstantas ¢y ir ¢ parenkame taip, kad Sis reiSkinys aproksimuoty Laplaso
operatoriy, t.y. reikalaujame, kad

co+4c=0, 2eh*=1, =c=—, cy=—

Tada

ir Puasono lygtj

1 2

2h2’ 2

(Au)o = 2h2 (u1 + ug + us + ug — 4duy)
galima pakeisti skirtumine lygtimi

Ul —+ u —+ us —+ Ug — 47.L0 = 2h2f0.

Tokios aproksimacijos paklaida yra O(h?).

Tegu n = 8§,

tinklas yra kvadratinis ir tasky iSsidéstimas yra pavaizduotas

7.4 paveikslélyje.

7.4 pav.

Tada Puasono lygties skirtumine aproksimacija galima ieskoti pavidalu

8

Ly := chuj = coup + c1(uy + ug + uz + ug) + co(us + ug + ur + ug).

J=0
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I8skleidg u; Teiloro foormule tasko 0 aplinkoje, gausime

L(] = (C(] + 401 + 402)’&0 + h2(61 + 262)(11,:51 —+ uyy)0+
h4
13 (€1 +2e2)(ugs +uy)o + cah (ug2y2)o+ (7.20)
2h8 h®
F(uxs + ’U,yﬁ)o + ECQ(uw4y2 + uggzyzx)o + ...
Tam, kad reiskinys Ly aproksimuoty Laplaso operatoriy reikia koeficientus ¢, ¢1
ir co apibrezti taip, kad

co+4cy +4c =0, h%(c;+2¢) =1.

Akivaizdu, kad tokiy aproksimacijy yra be galo daug. Todél i visy tokiy
aproksimacijy reikia pasirinkti tokia, kuri kuo tiksliau aproksimuoty Laplaso
operatoriy. Jeigu Laplaso operatoriy du kartus diferencijuosime pagal kintamajj
x, po to du kartus pagal kintamajj y ir gautus reiSkinius sudésime, tai gausime
reiskinj

A% = (Ugt + Uys) + 2uy2y2.
Gautame reisSkinyje koeficientas prie misrios iSvestinés yra du kartus didesnis

uz koeficienta prie vienody iSvestiniy sumos. Pareikalave, kad $i salyga buty
patenkinta (7.20) formuléje, gausime

1 2 10
2TE AT mE 0T g
Kadangi
(AU)O = (U'Er + Uyy)o = an
tai
h? 2h*
Lo = fo+ E(Af)o + F(fr“ +4fp2ye + fya)o+ ...

ir Puasono lygti galima pakeisti tokia skirtumine lygtimi
4(U1 + ug + ug + U4) + (U5 + ue + uy + Ug) — QOUO
6h? -
2ht

2
fot s (Afo+ 2 (o + Afus + o

(7.21)

Sios aproksimacijos paklaida yra O(h%). Taciau pastaraja formule galima taikyti
tik tada, kai funkcija f yra pakankamai paprasta. PrieSingu atveju (7.21) for-
mulés deSinéje lygybés puséje narj prie h* atmetame, o narj (Af)y pakei¢iame
skirtumine iSraiska

%(fl + fa+ fs + fa —4fo)-

Rezultate gauname Puasono lygties skirtumine lygtj

4(ug + ug + ug + uq) + (us + ug + ur + ug) — 20ug

6h? (7.22)
fi+ fa+ fa+ fa+8fo),

1
13\
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kurios aproksimacijos tikslumas yra eilés O(h?).

Tarkime dabar, taskas 0 yra konturinis tinklo taskas. KrasStinés salygos
aproksimavimas konturiniame tinklo taske priklauso nuo krastinés salygos tipo.
Is pradziy nagrinékime Dirichlé uzdavinj, t.y. (7.16) lygti kartu su pirmaja
krastine salyga

u|F = o(z,y). (7.23)
Kadangi 0 yra konturinis tinklo taskas, tai egzistuoja du gretutiniai taskai 1 ir
2, esantis vienoje tinklo tieséje tokie, kad taskas 1 yra srityje 2, o taskas 2 tiesés
ir konturo I' sankirtoje (zr. [7.5 pav.).

20 11
v

7.5 pav.

Tegu 0 yra atstumas tarp tasky 0 ir 2, o h atstumas tarp tasky 0 ir 1. Interpoli-
uodami funkcijos u reikSmes taskuose 1 ir 2 randame funkcijos u reikSme taske
0, t.y.
0
= mU1 + m’U/Q.
Tokios aproksimacijos paklaida yra eilés O(h?).

Pabaigoje pateiksime viena buda, kaip pakeisti Noimano krastine salyga

ou
e = o(z,y)

Uo

skirtumine. Tegu 0 yra konturinis tinklo taskas. Konture I' randame tagka 0*
tokj, kad i8 jo iSeinanti normalé eity per taska 0. Pasirenkame kokius nors du
vidinius ar konturinius tinklo tagkus 1 ir 2 tokius, kad tiesés [y, Iy einan¢ios per
taskus 0,1 ir 0,2 yra statmenos (Zr. [7.6 pav.).

047 11

Iy

2\

12 n
7.6 pav.
Tada

0 Ug — U
cos pg + ———
ho

ou  Ou cos o 4 ou i Uy — U
—_— = — sin g ~
an QI NP0 g, TR0 Ty

sin @o;
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¢ia kampas tarp normalés n ir tiesés ls, by ir ho — atstumai tarp tasky 0, 1ir 0, 2.
Todél Noimano kraSine salyga konturiniame taske 0 galima pakeisti skirtumine
lygtimi
Uy — Ug U2 — Ug
T cos o + T

P astaba. Analogiska skirtumine lygtj galima paraSyti ir tre¢ios krastinés
salygos atveju.

Parase skirtumines lygtis kiekviename vidiniame tinklo taske ir prie jy pri-
junge skirtumines lygtis konturiniuose tinklo taskuose, gausime tiesiniy algeb-
riniy lygéiy sistema, kurioje lygéiy skaiCius sutampa su nezinomyjy skaic¢iumi
(t.y. su vidiniy ir konturiniy tasky skai¢iumi). Dirichlé uzdavinio atveju galima
parodyti, kad visos gautos skirtuminiy lygéiy sistemos turi vienintelj sprendinj,
jei tik nagrinéjamas tinklas yra pakankamai smulkus. Noimano uzdavinio atveju
sprendinio egzistavimas ir vienatis priklauso nuo papildomy salygy.

sin g = @o.



192 7. SKAITINIAI DIFERENCIALINIU LYGCIU SPRENDIMO METODAI

7.5 BAIGTINIY SKIRTUMY METODAS PARABOLINES LYGTIES
ATVEJU

Nagrinésime paraboline lygti
L(u) := us — a*Ugy + bu, + cu = f(x,t), (7.24)

kurioje koeficientai a, b, ¢ ir f yra Zinomos tolydZios kintamyjy x ir ¢ funkcijos,
a # 0. Kosi uzdavinys 8iai lygéiai formuluojamas taip. PusplokStumeéje

R = {(z,t): 2 € R,t > 0}
reikia rasti (7.24) lygties sprendinj, tenkinanti pradine salyga
u|0 =¢(z), z€eR,

 — zinoma funkcija.
Imkime stac¢iakampj tinkla, kurio virsunes (i, j) yra tiesiy

x=1ih, i=0%1,£2, ...,
t=34l, j=0,+1,42, ...,

sankirtos taskai. Kiekviename taske (i,7),7 > 1 i8vestines u, ir u,, galime
pakeisti skirtumais

Uitly = Wiz1j o Uitlj = 2uij + ui—1j
2h ’ h?

Isvestine u; taske (7, ) galima pakeisti vienu i skirtumu

Uij+1 — U Uy — Uij—1 Uij41 — Uij—1
l ’ l ’ 21

Taigi (7.24) diferencialine lygtj taske (7, j) galima pakeisti viena i§ skirtuminiy
lygciuy

Uil — Uiy Uil — 2Uij + Ui—1y
Li(ug;) := ;i — aj; 2 +
Uil — Ui—1j
bij72h + cijui; = fijs
Ui — U1 Uiy — 2Uij + Uiy
Lo(uij) = 7 = aij B + (7.25)
7.25
Wit1j — Ui—1j
bijT + cijuij = fijs
Uil — Uij—1 Uit1j — 2Ui5 + ui—1j
Lg(uij) = Y, — aij h2 +
Ui415 — Uj—1j
bijT + cijui; = fij.

Pirmoji skirtuminé lygtis aproksimuoja diferencialing lygtj tikslumu O(I+h?)
ir joje yra ieskomos funkcijos u reikSmes keturiose tinklo taskuose (zr. [7.7 pav.).



7.5. BAIGTINIU SKIRTUMU METODAS PARABOLINES LYGTIES ATVEJU 193

Antroji skirtuminé lygtis taip pat aproksimuoja diferencialine lygtj tikslumu
O(l + h?) ir sioje lygtyje ieskomos funkcijos u reik§més yra apibréztos keturiose
tinklo taskuose (Zr. [7.8 pav.). Tre€ioji skirtuminé lygtis aproksimuoja diferen-
cialine lygtj tikslumu O(I% + h?) ir ieSkomos funkcijos u reik§més yra apibréztos
penkiose tinklo taskuose (zr. [7.9] pav.).

7.7 pav. 7.8 pav. 7.9 pav.

Tinklo taskuose (i,0) ieskomos funkcijos u reikSmeés
w0 = @(ih) == ¢;, 1=0,%£1,42,...

Pirmoji ir trecioji skirtuminés schemos vadinamos isreikS§tinémis, o antroji —
neisreikstine.
Puasono lygties
Ut — Uge = 0

atveju gautas skirtumines lygtis galima perrasyti taip:

iji1 = (1= 20)uy + a(vipr; + vio1j),
(1 + 2a)uij - Oé(’ui+1j + ui,lj) = Ujj—1, (726)

Uijp1 = 200(Uig 1) — 2uij + Ui—15) + Uij-1;

¢ia o = I/h?%. Koeficienta o geriausiai parinkti taip, kad gautos skirtuminés
lygtys buty kuo paprastesnés. Nagrinéjamu atveju geriausiai imti @ = 1/2.
Tada gausime tokias tris skirtumines lygtis

Uij+1 = i(ui—i-lj + ui—lj),
dui; — (Wigr) + im15) = 2Ui5—1, (7.27)

Ujjt1 = Wig1j — 2Us5 + Ui—1j + Uij—1-

Praktiniams skai¢iavimams geriausiai tinka pirmoji shema. IS pradziy, nau-
dojant pradines salygas, randame funkcijos u reik8mes taskuose i, 1, po to nau-
dojant Sias reikSmes randamos funkcijos u reik§mes taskuose ¢, 2 ir t.t. Naudo-
jant antraja schema reikia spresti lygéiy sistema. Naudojant treciaja schemy i$
pradziy, kokiu nors budu reikia rasti funkcijos u reikdmes taskuose (i, 1) Kituose
taskuose funkcijos u reik8meés jau randamos lengvai. Taciau pastaruoju atveju
paklaida, atsiradusi kokiame nors Zingsnyje pereinant nuo vieno sluoksnio prie
kito, kaupiasi, didéja ir po keliu zingsniu visisSkai iSkreipia sprendinj. Todél prak-
tikoje ji nenaudojama, nors pastaroji schema diferencialine lygtj aproksimuoja
tiksliau uz kitas dvi. Taigi skai¢iuojant vienoms skirtuminéms schemoms pak-
laidos gali kauptis ir didéti, o kitoms ne.
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Skirtuminé schema vadinama stabilia, jeigu skai¢iavimo paklaida, pereinant
nuo vieno sluoksnio prie kito nedidéja. PrieSingu atveju skirtuminé schema
vadinama nestabilia. Galima parodyti, kad Puasono lygties atveju pirmoji i§
(7.27) skirtuminiy schemy yra stabili, o tre¢ioji ne.

Misrusis krastinis uzdavinys (7.24)) lyg¢iai formuluojamas taip. Rasti funkcija
u, kuri cilindre

Qr ={(z,t) : x € (a,b),t € (0,T)}
tenkinty (7.24) lygti, taske t = 0 pradine salyga

ul,_o = pla), x€lab],
o intervalo (a,b) krastiniose tagkuose vieng i§ krastiniy salygy!

u‘m:a = :U’(t)v U|$:b = V(t)a te [OaT]a
um|w:a = u(t), um|I:b =v(t), te]l0,T], (7.28)
(ue +au)| _ = p(t), (uz+pu)| _, =v(t), tel0,T)
Kadangi lygtis yra sprendziama staciakampyje Q7, tai patogu imti staciakampj
tinkla, kurio vir§unés yra tiesiy
xr=a+th, i=0,1,2,...,N, N=(b—a)/h,
t=g4l, 7=0,12,....M, M=T/I
sankirtos taskai. Tagkus, kurie yra tiesése © = a,x = b ir ¢ = 0 vadinsime
konturiniais, o likusius cilindro Qr taskus — vidiniais. Jeigu tagkas (i,j) yra
vidinis cilindro Q7 taskas, tai (7.24) lygt] siame taske galima pakeisti viena i§
(7.25)) skirtuminiy lyg¢iy. Jeigu taskas (i,j) yra ties¢je t = 0, tai funkcijos u
reik§mes taske (i,0) apibréziamos taip:

U0 = Piy 7;:0,1,2...,]\[.

Krastiniuose taskuose = = a ir = b iSvestine u, keiiame, atitinkamai, skirtu-
mais
U1 — Uoj ir UNj — UNj—1

h h
Taigi galima sudaryti tris skirtingas nagrinéjamo uzdavinio sprendimo schemas:

Lkui]‘:fij, i:1,2,...,N—1,jZO,l,...,M—l,
U0 = Piy 7::1,2,...,N, k:1,2,3,
laUOj:/Jj, lbuNj:l/ja J=0,1,..., M,
(7.29)
¢ia l, ir [, yra operatoriai, aproksimuojantis krastines salygas taskuose a ir b.
Pavyzdziui, trecios krastinés salygos atveju

Uij — Uoy UNj — UN-1y
+aug;, hun; = ———F— + Pun;.

h h

ISkiringose intervalo (a, b) krastiniose taskuose galima imti skirtingas krastines salygas.

lauo; =




7.5. BAIGTINIU SKIRTUMU METODAS PARABOLINES LYGTIES ATVEJU 195

Homogeninés silumos laidumo lygties atveju gautas tris skirtumines schemas
galima perraSyti taip:

Ujj41 :(1—2a)uij—|—a(ui+1j—+—ui,1j),izl,...,N—l,j:O,.‘.,M—L
Ui0 = Pi, i:1a2a"'aNa

lowo; = pj, bLun;=v;, j=0,1,..., M,

(1+2a)uij—a(ui+1j—|—ui,1j):uij,1,izl,...,N—17j:O7...,M—1,
Ui0 = Pi, i:1a25"'aNa

lavo; = pj, bun;=v;, j=0,1,..., M,

uij+1 = 20[(U7;+1j — QUZ']' +ui,1j) + uij,l,i = 1, ..7N — ]., ] = 0, ..,M - ].,

Ui0 = Piy iZl,Q,...,N,

laqu:ﬂj, lbuNj:Vj» ]:OvlavMa

¢ia a = [/h2.

Pastaba. Visose trijose schemose krastiniy salygy aproksimacijos pak-
laida yra O(h). Norint padidinti kragtiniy salygy aproksimacijos tiksluma galima
prie tinklo prijungti dar dvi tieses x = a — h ir x = a + (N + 1)h. Tada prie
tinklo tasky prisidés taskai (—1,7), (N + 1,7) ir iSvestine wu, taskuose (0, j),
(N, j) galima aproksimuoti taip:

Ul — U—1j UN+1j — UN-1j
2h ’ 2h

Tokios aproksimacijos paklaida yra O(h?). Tagiau padidéjus tinklo virsuniy
skaic¢iui padidéja nezinomuyjy ir lygéiy skaicius. Trukstamas lygtis gausime
paraSe paraSe diferencialinés lygties skirtumine lygtj taskuose (0, j) ir (N, j).

Pasiekti kraStiniy salygy aproksimavimo tiksluma O(h?) galima ir kitaip.
Sudarant skirtuminj tinklg vietoj tiesiy x = a + ih galima imti tieses x =
a+ih—h/2,i=0,1,..., N+1. Tada tiesés = a ir x = b jau nebus tinklo tiesés
ir funkcijos u reik8mes krastiniuose taskuose x = a, * = b galima aproksimuoti,
atitinkamai, taip:

Uy +Uo;  UN41j T UN;
2 ’ 2 ’

0 iSvestinés u, reikSmes taip:

U1 — Uoj UN+1j — UNj
h 7 h '

Sakysime, skirtuminé schema yra iSreikstiné, jeigu sudarant skirtumine lygtj
imami tinklo taskai yra iSsidéste taip, kad virSutingje eilutéje yra tik vienas
taskas. Kitaip tariant iSreikStinéje schemoje nezinomajj su didziausiu j indeksu
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galima iSreiksti nezinomaisiais su indeksais 7 — 1, 7 — 2 ir t.t. PrieSingu atveju,
kai virSutinéje eilutéje yra daugiau nei vienas taskas, skirtuminé schema vad-
inama neisreikstine. Taigi pirmoji ir tredioji i§ (7.29) schemy yra isreikstine,
o antroji — neidreikstiné. AiSku, kad sistemas, sudarytas naudojant iSreikstine
schema, spresti yra zZymiai papras¢iau. Taciau ¢ia, kaip ir Ko$i uzdavinio atveju,
pasirenkant sprendimo schemg i§ pradziy reikia iSsiaiskinti ar ji yra stabili ar
ne.
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7.6 BAIGTINIY SKIRTUMY METODAS HIPERBOLINES LYGTIES
ATVEJU

Nagrinésime hiperboline lygtj
L(u) := Uy — QUgy + buy + cuy + qu = f(x,t), (7.30)

kurioje koeficientai a, b, ¢, ¢ ir f yra zinomos tolydZzios kintamyjy « ir ¢ funkcijos,
a # 0 (hiperboliskumo salyga). Kosi uzdavinys 8iai lygé¢iai formuluojamas taip.
Pusplokstumeéje

R = {(z,t): 2 € R,t > 0}

reikia rasti (7.30)) lygties sprendinj, tenkinanti pradines salygas
uly =), wl|,=v@), zeR, (7.31)

@ ir 9 — zinomos funkcijos.
Cia, kaip ir parabolinés lygties atveju, pusplokStume Ri padengiame stacia-
kampiu tinklu, kurio virsunés (i, j) yra tiesiy
x=ih, i=0,%+1,£2, ...,
t=3jl, j=0,+1,£2,...,

sankirtos taskai. Kiekviename taske (i,j),7 > 1 iSvestines uy, Uy, g it Ugy
galime pakeisti, atitinkamai, skirtumais

Wijh1 = Wigy Wity — Wi-1j  Wij41 = 2Wij + Uij—1 Uit1j — 2Uij + Ui—1;
21 ’ 2h ’ 12 ’ h?

Taigi (7.30) diferencialine lygti taske (i, ) galima pakeisti skirtumine lygtimi

L(u;) = Uij+1 — 2Uij + Uij—1 Uity — 2Ui5 + Uiy
= 2 i h2

Lok (7.32)
bij z+1j2h i—1j +Cij ij+1 5 ij—1

+ qijui; = fijs

Pastaroji skirtuminé lygtis aproksimuoja diferencialing lygtj tikslumu O (1% + h?)
ir joje yra ieskomos funkcijos u reiksmeés penkiose tinklo taskuose (7zr. [7.10/ pav.).

1
7.10 pav.
Tieséje t = 0, t.y. tinklo taskuose (i,0) pirmaja pradine salyga kei¢iame

tokia,
w0 = @(ih) == ¢;, 1=0,%£1,£2,...
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Antra pradine salyga galima pakeisti skirtumu

w = (ih) ==y, i=0,%+1,%2,...
Tokios aproksimacijos paklaida yra O(l). Norint padidinti aproksimavimo tik-
sluma galima antra pradine salyga pakeisti skirtumu
“1_271“*1 = (ih) =, i=0,+1,£2,...

Tokios aproksimacijos paklaida yra O(I?). Tagiau §iuo atveju reikia dar papil-
domai parasyti (7.30) diferncialines lygties skirtumines lygtis tinklo taskuose
(4,0).

Misrusis krastinis uzdavinys (7.30) lygé¢iai formuluojamas taip. Rasti funk-
cija u, kuri cilindre

Qr ={(z,t) : x € (a,b),t € (0,T)}

tenkinty (7.30) lygti, taske ¢ = 0 pradines salygas
“|t:0 = ¢(z), ut|t:0 =¢(x), x€]la,bl], (7.33)

o intervalo (a,b) krastiniose tagkuose vieng i§ krastiniy salygy!

u|x=a = u(t), u|x=b =v(t), telo,T],
uﬂxza = u(t), um|x=b =v(t), tel0,T], (7.34)
(ue +au)| _ = p(t), (uz+pu)| _, =v(t), tel0,T)

Kadangi lygtis yra sprendZiama sta¢iakampyje Qr, tai patogu imti sta¢iakampj
tinkla, kurio vir§unés yra tiesiy

z=a+ih, i=0,1,2,...,N, N=(b—a)/h,
t=34l, j=01,2,...,M, M=T/l

sankirtos taskai. TaSkus, kurie yra tiesése x = a,z = b ir t = 0 vadinsime
konturiniais, o likusius cilindro Qr taskus — vidiniais. Jeigu taskas (i,j) yra
vidinis cilindro Qr taskas, tai (7.30)) lygtj Siame taske kei¢iame (7.32) skirtumine
lygtimi. Jeigu taskas (i, ) yra tieséje ¢t = 0, tai funkcijos u reikmés taske (i, 0)
apibréziamos taip:

U0 = Piy 7::0,1,2...,]\[.

Krastiniuose taskuose x = a ir = b i8vestine u, keic¢iame, atitinkamai, skirtu-
mais
Uij — Uoj ir UNj — UNj—1

h h
Tokiy aproksimacijy paklaida yra O(h). Padidinti i§vestinés u, aproksimacijos
tiksluma galima lygiai taip pat kaip ir parabolinés lygties atveju.

ISkiringose intervalo (a, b) krastiniose taskuose galima imti skirtingas krastines salygas.
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Taigi gavome tokia nagrinéjamo krastinio uzdavinio sprendimo schema:

Lujj = fij, i=1,2,...,N—1,j=0,1,....,M —1,
U0 = Pi, 1= ]-727"‘7N7 (735)
lauoj = Hj, lbuNj = Vj, jzoala"'aMa

¢ia [, ir I, yra operatoriai, aproksimuojantis krastines salygas taskuose a ir b
(zr. [T.5] skyrelj).

Norint, kad skirtuminiy lygéiy sistemos sprendinys buty artimas nagrinéjamo
uzdavinio sprendiniui, ¢ia, kaip ir parabolinés lygties atveju, tinklo zingsniy h
ir [ pasirinkti visig8kai laisvai nagalima. Tuo lengvai galima jsitikinti nagrinéant
Kosi uzdavinj

U — Uge =0, T E€R, >0,
ultmo = @(x),  utlt=o =V¥(x), z€R.

Siuo atveju bangavimo lygtj kei¢iame skirtumine lygtimi
Uijp1 = 2uij — Upj—1 + auQ(quj — 2uij + ui,lj), o= l/h

Funkeijos u reik§mes tagkuose (4, 7), j = 0,1 randame i§ pradiniy salygy. Po to,
i§ skirtuminés lygties, randamos funkcijos u reik§meés taskuose (4, 5), j = 2,3, ...
15 tasko P = (i,7) bréziame du spindulius einanéius per taskus (i — 1,7 — 1) ir
(i4 1,7 — 1) iki susikirtimi su z aSimi taskuose A ir B. (zr. [7.11] pav.).

t

<4

7.11 pav.

Sprendinio reikdme u;; nusako tinklo taskai esntis atkarpoje [A, B]. Bangav-
imo lygties charakteristikos yra tiesés x + ¢ = const. Jos, eidamos per taska P
iskerta = aSyje atkarpa [C, D] I8 daliniy iSvestiniy lygé¢iy teorijos yra Zinoma,
kad bangavimo lygties sprendinj u taske (7, j) apibrézia pradinés salygos duo-
tos atkaroje [C, D]. Jeigu a > 1, tai atkarpa [A, B] yra atkarpos [C, D] viduje.
Jeigu pradines salygas keisime tik atkarpose [C, A] ir [B, D], tai keisime ban-
gavimo lygties sprendinio reiksme taske P, ta¢iau neikeisime skiruminés lygties
reikSmeés Siame taske. Vadinasi, kai o > 1, t.y. | > h skirtuminiy lyg¢iy sistemos
sprendinys gali ir nearéti j diferencialinés lygties sprendinj. Todél salyga o < 1
yra butina, kad skirtuminés lygties sprendinys artéty j diferencialinés lygties
sprendinj.

P astab a. Kitokias hiperboliniy lygéiy (taip kaip ir elipsiniy lyg¢iy) skir-
tumines schemas galima gauti neapibrézty koeficienty metodu.
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